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  مقدمة

كان الجبر الحديث و لا يزال من أبرز فروع الرياضيات التي لا يمكن أن يخلو منھا أي منھج لطلبة 
الرياضيات، وقد ازدادت أھميته يوما بعد آخر ليس لطلبة الرياضيات وحسب وإنما لطلبة العلوم 

لذلك فان الجبر إضافة لكونه مادة تدعم وتطور التفكير . ت الأخرىوالاقتصاد والكثير من الاختصاصا
والإبداع وتطور بعض العلوم التي تحتاج إليه فانه مادة لا يمكن الاستغناء عنھا لمختلف العلوم التطبيقية 

  .الأخرى

وجيا يعد الجبر الخطي  الذي ھو فرع من الجبر الحديث مادة أساسية تعتمد عليه علوم أخرى مثل البيول
و الفيزياء والاقتصاد والإحصاء وغيرھا من العلوم وقد أصبح الجبر الخطي في السنوات الأخيرة جزءا 

التي ايجابية للأعمال نتائج في تطبيقاتھا للحصول على  أساسيا مطلوبا في كثير من العلوم التي تحتاج إليه
  .تقوم بدراستھا

والاقتصاد والإحصاء وكإضافة مھمة للعلوم الأخرى، يمكن استخدام ھذه المطبوعة كمرجع لطلبة العلوم 
. و نعزز به المكتبة الجامعية ةطلبالنضعه بين أيدي  الذي و على ھذا الأساس قمنا بھذا الجھد المتواضع

  .وتحتوي ھذه المطبوعة على خمسة فصول يحتوي كل فصل على أمثلة مختلفة وتمارين متنوعة

البني الجبرية والفضاءات الشعاعية والتطرق للارتباط الخطي  مفاھيم عامة حول الفصل الأوليتضمن 
  .في فضاءات مختلفة الأبعادوالاستقلال الخطي للأشعة 

  .ثلاثي البعدو ثنائي البعديتناول دراسة التطبيقات الخطية خاصة في فضاء  الفصل الثاني

ى دراسة المحددات وطرق يتعامل مع المصفوفات وخواصھا الجبرية المھمة بالإضافة إل الفصل الثالث
  .حسابھا

  . يتطرق إلى جمل المعادلات الخطية والطرق المختلفة لحلھا الفصل الرابع

  .بدراسة القيم الذاتية والأشعة الذاتية المرافقة لھا الفصل الخامسيتعلق 
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  الأولالفصل 

 بنية الفضاءات الشعاعية

  .البنى الجبرية  - 1

  :عملية التركيب الداخلي 1-1 

Ε عملية تركيب داخلي في المجموعة ،غير خالية وعةمجم  Ε تطبيق معرف من الجداء ھي Ε ൈ Ε  نحو

Ε  حيث يرفق بكل زوج مرتبሺܽ, ܾሻ߳ Ε ൈ Ε  عنصراc ߳ Ε .  

   :أي  ∗ بونرمز لعملية التركيب الداخلي 

 ∗∶ Ε ൈ Ε  →  Ε  

ሺa, bሻ ⟼ ܽ ∗ ܾ ൌ ܿ 

  : -1-مثال

  .ܰܫن في مجموعة الأعداد الطبيعية اخليتتركيب دا اھما عمليت   ൈو الضرب + عمليتي الجمع -

,ܽ∀ ب  Ժة المعرفة على المجموع ∗العملية  - ܾ ∈ Ժ: a∗b = a² -2b    : ھي عملية تركيب داخلي.  

   :خواص

  . ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  ܧلتكن المجموعة 

,ܽ∀ :كان إذا تبديليهعملية ھي ∗نقول أن العملية -   ܧ ߳ ܾ ∶ ܽ ∗ ܾ ൌ ܾ ∗ ܽ   

  : -2-مثال

  ∗ܴܫ   ةعالمجموفي  تبديليهكن القسمة غير ل  ܰܫ ةفي المجموع تبديليهية لالجمع عم

,ܽ∀ھي عملية تجميعية إذا كان  ∗نقول أن العملية - ܾ,   ܧ ߳ ܿ ∶ ܽ ∗ ሺܾ ∗ ܿሻ ൌ ሺܽ ∗ ܾሻ ∗ ܿ  
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  :-3-مثال

  ܰܫمعرفة على  ∗عية حيث ليست تحمي ∗لكن العملية ، ܰܫ ةميعية  في المجموعجت الضرب عملية

,ܽ∀               :  ب    ܰܫ ߳ ܾ ∶ ܽ ∗ ܾ ൌ ܽ. ሺܾ ൅ 1ሻ  

  :إذا كان  ܧفي المجموعة  ∗ھو عنصر حيادي للعملية  ܧ ߳ ݁نقول أن العنصر  -

  ܧ ߳ ܽ∀ ∶ ܽ ∗ ݁ ൌ ݁ ∗ ܽ ൌ ܽ 

  :-4-مثال

  ∗Գفي و الواحد ھو العنصر الحيادي للضرب Գالصفر ھو العنصر الحيادي للجمع في 

 ܧ ߳  ଵିܽ عنصر إذا وجد  ∗وفق العملية   ܧ في المجموعة ايريقبل نظ  ܧ ߳ ܽنقول أن العنصر -

  :بحيث

  ܽ ∗  ܽିଵ    ൌ  ܽିଵ   ∗ ܽ ൌ ݁ 

  : -5-مثال

  ଵିܽ بالنسبة للجمع ھو العنصر      ܴܫ ߳ ܽنظير العنصر  ൌ െܽ ܴܫ  ߳ ܽ  ونضير العنصر∗   

 ଵିܽلسبة للضرب ھو العنصر با ൌ  
ଵ

௔
 

  :الزمرة 

  .∗مجموعة غير خالية مزودة بعملية تركيب داخلي  ܩلتكن 

   :زمرة إذا كانتشكل بنية  ሻ∗,ܩሺ نقول أن

  ،ܩتجميعية على المجموعة  ∗العملية  -

  ،∗تحتوي على عنصر حيادي وفق العملية  ܩالمجموعة  -

  . ∗فق العملية و ܩنظير في  ܩلكل عنصر من  -

  .ھي زمرة تبديلية  ሻ∗,ܩሺتبديلية نقول أن   ∗إذا كانت العملية     :ملاحظة 
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  :-6-مثال

/ܴܫ ة على المجموع ∗نعرف العملية  ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ ب:  

∀ܽ, /ܴܫ߳ ܾ ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ: ܽ ∗ ܾ ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ 2ܽ. ܾ  

/ܴܫቀبين أن     ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ ,∗ቁ زمرة  

,ܽ∀:عملية تجميعية لأن  ∗لدينا  - ܾ, /ܴܫ ߳ ܿ ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ  

ܽ ∗ ሺܾ ∗ ܿሻ ൌ ܽ ∗ ሺܾ ൅ ܿ ൅ 2ܾ. ܿሻ

ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൅ 2ܾ. ܿ ൅ 2. ܽ. ሺܾ ൅ ܿ ൅ 2ܾ. ܿሻ

ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ ൅ 2ܾ. ܿ ൅ 2. ܽ. ܾ ൅ 2. ܽ. ܿ ൅ 4. ܽ. ܾ. ܿ 

  :ومن جھة أخرى لدينا 

ሺ  ܽ ∗ ܾሻ ∗ ܿ ൌ ሺܽ ൅ ܾ ൅ 2ܽ. ܾሻ ∗ ܿ

ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ 2ܽ. ܾ ൅ ܿ ൅ 2. ሺܽ ൅ ܾ ൅ 2ܽ. ܾሻ. ܿ 

ൌ  ܽ ൅ ܾ ൅ 2ܽ. ܾ ൅ ܿ ൅ 2. ܽ. ܿ ൅ 4. ܽ. ܾ. ܿ 

ܽومنه  ∗ ሺܾ ∗ ܿሻ ൌ ሺܽ ∗ ܾሻ ∗ ܿ  : ∀ܽ, ܾ, /ܴܫ߳ ܿ ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ  

  :لدينا :وجود العنصر الحيادي -

ܽ ∗ ݁ ൌ ݁ ∗ ܽ ൌ ܽ  ⇔ ܽ ൅ ݁ ൅ 2. ݁. ܽ ൌ ݁ ൅ ܽ ൅ 2. ݁. ܽ ൌ ܽ

⟺ ݁. ሺ1 ൅ 2. ܽሻ ൌ 0   ⟺ ݁ ൌ 0  ∨ ሺ1 ൅ 2. ܽሻ ൌ 0  

⇔ ݁ ൌ 0  ∨ ܽ ൌ െ 
1

2
 

ܽلكن   ൌ െ 
ଵ

ଶ
/ܴܫ ߳ ܽمرفوض لأن   ቄെ

ଵ

ଶ
ቅ  ومنه العنصر الحيادي ھو:  

݁ ൌ /ܴܫ ߳ 0 ൜െ
1

2
ൠ 
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  :نظير لدينا وجود العنصر ال

/ܴܫ ߳ ܽ∀ ൜െ
1

2
ൠ 

ܽ ∗ ܽିଵ ൌ ܽିଵ ∗ ܽ ൌ ݁ ⟺ ܽ ∗ ܽିଵ ൌ ܽିଵ ∗ ܽ ൌ 0 

⟺ ܽ ൅ ܽିଵ ൅ 2. ܽ. ܽିଵ ൌ ܽିଵ ൅ ܽ ൅ 2. ܽିଵ. ܽ ൌ 0    

ܽିଵ. ሺ1 ൅ 2ܽሻ ൌ െܽ ⟺ ܽିଵ ൌ
െܽ

ሺ1 ൅ 2ܽሻ
 

/ܴܫ ଵ߳ିܽلدينا  ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ   ܴܫ ߳ ܽ لأن/ ቄെ

ଵ

ଶ
ቅ    ܴܫ ߳ ܽ ومنه لكل عنصر/ ቄെ

ଵ

ଶ
ቅ  

ଵିܽ :         عنصرا نظيرا ھو ൌ
ࢇ

ሺ૚ା૛ࢇሻ
/ܴܫ ߳ ቄെ

ଵ

ଶ
ቅ  

/ܴܫቀ:ومنه ቄെ
ଵ

ଶ
ቅ ,∗ቁ  ھي تبديلية فإن  ∗وبما أن العملية , زمرةቀܴܫ/ ቄെ

ଵ

ଶ
ቅ ,∗ቁ  زمرة تبديلية.  

  : لالحق

   :إذا حققت قل ھي ح) .(و (+) داخلي نرمز لھا ب  المزودة بعملية تركيب  ܣنقول أن المجموعة 

-    ሺܣ, ൅ሻ  زمرة تبديلية.  

.ሺالعملية الثانية   - ሻ  تجميعية.  

.ሺالعملية الثانية   - ሻ  توزيعية على العملية الأولىሺ൅ሻ  أي:  

∀ܽ, ܾ, ܣ ߳ ܿ ∶ ܽ. ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ሺܽ. ܾሻ ൅ ሺܽ. ܿሻ ∧ ሺܽ ൅ ܾሻ. ܿ ൌ ሺܽ. ܿሻ ൅ ሺܾ. ܿሻ 

يقبل نظير بالنسبة للعملية ,  ሺ൅ሻ للعملية الأولىعن العنصر الحيادي  يختلف ܣكل عنصر من  -

.ሺالثانية  ሻ.  

.ሺإذا كانت العملية الثانية   : ظةملاح ሻ   نقول أن الحقل  تبديليهሺܣ, ൅, . ሻ   تبديلي.  

,ܴܫሺ   :-7-مثال ൅, . ሻ   حقل تبديلي.  
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  .فضاءات الشعاعيةال - 1-2

  :ألشعاعيتعريف الفضاء 

ܭܫفضاء شعاعي على الحقل    E مجموعة غير خالية نقول أن   ܧو  حقلا    ܭܫليكن  ൌ Թ ∨ ԧ  إذا

  :تحقق

-  ሺ ܧ, ൅ሻ  تبديليهزمرة .  

 ܭܫإذا وجد تطبيق من   - ൈ   :أي (.)  ب نرمز له ܧنحو  ܧ

ሺ. ሻ:  ܭܫ ൈ ܧ →  ܧ

ሺ∝, ሻݔ ⟼∝.  ݔ

,∝∀           :ويحقق الخواص التالية ,ݔ∀    ܭܫ ߳ ߚ    :ܧ ߳ ݕ

∝. ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ∝. .∝൅ݔ ∝ሺ,              ݕ ൅ߚሻ. ݔ ൌ∝. ݔ ൅ .ߚ   ݔ

1. ݔ ൌ .∝,                                 ݔ ሺߚ. ሻݔ ൌ ሺ∝. .ሻߚ   ݔ

  .ܭܫھو العنصر الحيادي لعملية الضرب في الحقل  1حيث

  ھو ܧ ونكتب اختصارا, بالسلميات  ܭܫوعناصر الحقل  شعة الأب  ܧتسمى عناصر الفضاء 

  .ش –ف -ܭܫ 

  : -1-مثال

  .ܴܫھي فضاء شعاعي على الحقل  ܴܫمجموعة الأعداد الحقيقية   

ଶܴܫالفضاء الشعاعي    - ൌ  ܴܫ ൈ   .  ܴܫ

ଶܴܫ  : لدينا المجموعة التالية ൌ  ܴܫ ൈ ܴܫ ൌ ሼሺݔ, ,ݔ /ሻݕ   ሽܴܫ ߳ݕ

  :ب ൅ونعرف قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

ሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଶሻݔ ሺݕଵ ൅  ଶሻݕ
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λ : ب  ൈنون تركيب ثاني ھو الجداء ونعرف قا ൈ ,1ݔ) (1ݕ ൌ ሺλ. ,,1ݔ λ.   1ሻݕ

  :ش لأن  -ف –ܴܫھو  Թଶإن 

1 - ሺܴܫଶ, ൅ሻ زمرة تبديلية. 

  .ଶܴܫعملية تجميعية على المجموعة  ൅ھل-

  :لدينا

   ∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ,ଶሻݕ ሺݔଷ, ଷሻݕ ∈ ܴܫ
ଶ  

ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻሿݕ ൅ ሺݔଷ, ଷሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅ ଶሻݕ ൅ ሺݔଷ, ଷሻݕ

ൌ ሺݔଵ ൅ ଶݔ ൅ ,ଷݔ ଵݕ ൅ ଶݕ ൅  ଷሻݕ

ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ ൅ ,ଷݔ ଶݕ ൅ ଷሻݕ ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሾሺݔଶ, ଶሻݕ ൅ ሺݔଷ,  ଷሻሿݕ

  . ଶܴܫية تجميعية على المجموعة عمل ൅ومنه  

݁ليكن - ൌ ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ ܴܫلمجموعة عنصرا حياديا لଶ .  

                                                                                                                  :لدينا

∀ሺݔଵ, ଵሻݕ ∈ Թ
ଶ: 

ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺ݁ଵ, ݁ଶሻሿ ൌ ሾሺ݁ଵ, ݁ଶሻ ൅ ሺݔଵ, ଵሻሿݕ ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ

⇔ ሺݔଵ ൅ ݁ଵ, ଵݕ ൅ ݁ଶሻ ൌ ሺݔଵ,  ଵሻݕ

⟺ ቄ
ଵݔ ൅ ݁ଵ ൌ ଵݔ
ଵݕ ൅ ݁ଶ ൌ ଵݕ

⟺ ൜
݁ଵ ൌ 0
݁ଶ ൌ 0

 

 e=(0.0)ع ھو الشعا Թଶتملك عنصرا حياديا في المجموعة  ൅ومنه العملية 

  :وجود  العنصر النظير 

,ଵݔሺليكن   ଵሻݕ ∈ ܴܫ
ଶ  وሺݔଵ

ିଵ, ଵݕ
ିଵሻ ∈ ,ଵݔሺنظيرا للعنصر  ଶܴܫ   . ଵሻݕ

  :لدينا

ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଵ
ିଵ, ଵݕ

ିଵሻሿ ൌ ଵݔሺہ
ିଵ, ଵݕ

ିଵሻ ൅ ሺݔଵ, ۂଵሻݕ ൌ ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ ൌ ሺ0,0ሻ 
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⟺ ൜
ଵݔ
ିଵ ൌ െݔଵ
ଵݕ
ିଵ ൌ െݕଵ

⟺ ൜
ଵݔ ൅ ଵݔ

ିଵ ൌ 0

ଵݕ ൅ ଵݕ
ିଵ ൌ 0

 

,ଵݔሺومنه لكل عنصر    ھو العنصر  ଶܴܫفي المجموعة  ൅نظير  وفق العملية  ଵሻݕ

ሺݔଵ
ିଵ, ଵݕ

ିଵሻ ൌ ሺെݔଵ,െݕଵሻ 

  ଶܴܫة تبديلية في المجموع ൅فإن العملية  ܴܫتبديلي في المجموعة + الجمع  أنبما 

,ଶܴܫሺومنه فعلا  ൅ሻ  زمرة تبديلية.  

  : ൈالتحقق من خواص عملية الضرب 

                                                                      : لدينا

∀∝, , ܴܫ߳ߚ ∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ܴܫଶሻ߳ݕ
ଶ:                                                               

൫α ൅ ൯ߚ ൈ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ቀ൫α ൅ .൯ߚ ,ଵݔ ൫α ൅ .൯ߚ ଵቁݕ

ൌ ൫α. ଵݔ ൅ .ߚ ,ଵݔ α. ଵݕ ൅ .ߚ  ଵ൯ݕ

ൌ ቀ൫α. ,ଵݔ ଵ൯ݕߙ ൅ ሺߚ. ,ଵݔ .ߚ ଵሻቁݕ ൌ ሾߙ ൈ ሺݔଵ, ଵሻሿݕ ൅ ሾߚ ൈ ሺݔଵ,  ଵሻሿݕ

α ൈ ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻሿݕ ൌ α ൈ ሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅ ଶሻݕ

ൌ ሺα. ሺݔଵ ൅ ,ଶሻݔ α. ሺݕଵ ൅  ଶሻሻݕ

ൌ ቀ൫α. ଵݔ ൅ .ߙ ,ଶ൯ݔ ൫α. ଵݕ ൅ .ߙ ଶ൯ቁݕ ൌ ቀ൫ α. ,ଵݔ α. ଵ൯ݕ ൅ ൫ α. , ଶݔ α.  ଶ൯ቁݕ

ൌ ൣα ൈ ሺݔଵ, ଵሻ൧ݕ ൅ ൣα ൈ ሺݔଶ,  ଶሻ൧ݕ

α ൈ ሾߚ ൈ ሺݔଵ, ଵሻሿݕ ൌ ߙ ൈ ሾሺߚ. ,ଵݔ .ߚ ଵሻሿݕ ൌ ሺߙ. .ߚ ,ଵݔ .ߙ .ߚ ଵሻݕ

ൌ ሺߙ. ሻߚ ൈ ሺݔଵ,  ଵሻݕ

1 ൈ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ሺ1. ,ଵݔ 1. ଵሻݕ ൌ ሺݔଵ,  ଵሻݕ

,ଶܴܫሺومنه فعلا  ൅,ൈሻ ش- ف-ܴܫھو.  
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  :࢔ࡾࡵتعميم الفضاء الشعاعي  

  : بالمعرف  ௡ܴܫيمكن تعميم المثال السابق للحصول على الفضاء الشعاعي 

௡ܴܫ ൌ ܴܫ ൈ ܴܫ ൈ …ൈ ܴܫ ൌ ሼሺݔଵ, …,ଶݔ , ,ଵݔ/௡ሻݔ ,ଶݔ … ,  ሽܴܫ ௡߳ݔ

  : ب ൅ونعرق قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൅ ሺݕଵ, ,ଶݕ … , ௡ሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଵݕ ଶݔ ൅ ,ଶݕ … , ௡ݔ ൅  ௡ሻݕ

  : ب ൈونعرف قانون التركيب ثاني ھو الجداء 

λ ൈ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ ሺߣ ൈ ,ଵݔ ߣ ൈ ,ଶݔ … , ߣ ൈ  ௡ሻݔ

  :ملاحظة 

الحقل  للعنصر الحيادي لعملية الجمع في ॶܱ بو   ൅ሻ,ܧሺللعنصر الحيادي في الزمرة  ாܱ بنرمز  

  .ܭܫ

  : ضاء الشعاعي الجزئيالف 1-3

ي من الفضاء ھو فضاء شعاعي جزئ ܨنقول أن ,  ܧمجموعة جزئية من  ܨو  فെش    ܧ  ليكن

  :إذا تحقق   ܧ الشعاعي

ܱாϵܨ   ‐.  

ݒሺ :    ܨϵݓ,ݒ∀ ൅   ‐  ܨሻϵݓ

.ߣ      :    ܭܫ߳ߣ∀   ,   ܨ߳ݒ∀    ‐ܨϵݒ

  : لأو التعريف المكافئ 

ܱாϵܨ 

,ߙ∀ .ߙሺ :  ܨ߳ݓ,ݒ∀ ,ܭܫ߳ߚ ሻݒ ൅ ሺߚ.  ܨሻ߳ݓ
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  :-1-مثال

  .جموعة الجزئيةنعتبر الم ଶܴܫفي الفضاء الشعاعي  

ܨ ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൅ ݕ ൌ 0ሽ 

  :لأن   ଶܴܫھو فضاء جزئي من الفضاء الشعاعي ܨإن 

0Թమ ൌ ሺ0,0ሻϵ0 :نلأ ܨ ൅ 0 ൌ 0  

ଵݔ ൅ ଵݕ ൌ 0  ∧ ଶݔ  ൅ ଶݕ ൌ 0    :∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ,   ܨଶሻϵݕ

,ଵݔሺ: لدينا  ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅   :نلأ    ܨଶሻ߳ݕ

ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൅ ሺݕଵ ൅ ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ ൅ ଶሻݕ ൌ 0 ൅ 0 ൌ 0 

,ଵݔሺ       : ومنه ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ,   ܨଶሻϵݕ  

∀ λ ϵܴܫ ∶ ଵݔ ൅ ଵݕ ൌ 0                                              ,   ∀ሺݔଵ,    ܨଵሻϵݕ

.ߣ: لدينا  ሺݔଵ, ଵሻݕ ൌ ሺߣ. ,ଵݔ .ߣ   :لأن  ܨ ଵሻϵݕ

ሺߣ. ଵሻݔ ൅ ሺλ. ଵሻݕ ൌ λ. ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൌ .ߣ 0 ൌ 0 

  :ومنه

∀ λ ϵܴܫ ∶ .ߣ  ሺݔଵ, ,ଵݔሺ∀,          ܨଵሻϵݕ   ܨଵሻϵݕ

  :-2-مثال

ܨ:      المجموعة   Թଷفي فضاء شعاعي   ൌ ሼሺݔ. .ݕ ݔ /ଷܴܫሻ߳ݖ ൐ 0ሽ     

.∝: لأن  ଷܴܫفضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي ليست  -. ݒ ∉  وذلك عند أخذ مثلا     ܨ 

∝ൌ െ1 نجد:  

   ∝ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺെݔ,െݕ,െݖሻ, െݔ ≯ 0    

ܪليكن   :تمرين  ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/ݔ ൌ 0ሽ  -  بين أنH   فضاء شعاعي جزئي منԹ
ଷ

  ؟ 
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  :جمع الفضاءات الشعاعية

,Fଵليكن  ,ଶܨ ,ଷܨ … ,   : نعرف المجموعة  Eفضاء شعاعي جزئي من    ௡  nܨ

ܨ ൌ ଶ൅⋯൅ܨଵ൅ܨ ௡ܨ ൌ ሼݔଵ൅ݔଶ൅⋯൅ , ௡ݔ ௜ݔ ∈  ௜ሽܨ

  .يسمى مجموع الفضاءات الشعاعية الجزئية  Eج من . ش . كذلك ف  التي ھي

  :كان  وإذا

 ൜
1ሻܨ ൌ ଵ൅ଶ൅⋯൅ܨ        ௡ܨ

2ሻ ܨ௜⋂ሺ∑ ௝ሻܨ ൌ 0ா௝   , ∀ ݅, ݆
   

ܨ :     ھو مجموع مباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية ونكتب   Eنقول أن  ൌ ଶܨ⨁ଵܨ ⊕…⊕    ௡ܨ

  

   :الخطي و الاستقلال الخطي  الارتباط 1-4

,ଵܸولتكن    فെش Eليكن ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ   نقول عن عنصر   ܧجملة  أشعة في الفضاءV  

  :  أمكن كتابته على الشكل إذاخطي لجملة الأشعة ) تركيب(أنه مزج  Eمن  

ܸ ൌ ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ෍λ୧V୧

୬

୧ୀଵ

 

   :خلاصة 

ሼالجملة   ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸሽ    تولدE  ⇔  

൜
∀V ∈ E, /  ܭܫ௜߳ߣ∃

ܸ ൌ ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ∑ λ୧V୧
୬
୧ୀଵ

    

,ଵܸ  ولتكن  فെش Eليكن ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ   ܧأشعة في الفضاء  

,ଵܸ   نقول أن الأشعة -. ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ    مستقلة خطيا إذا كان :  

,ଵߣ∀ :                                                                    ,ଶߣ ,ଷߣ . . . ,   ܭܫ௡߳ߣ

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ܱா ⇒ ଵߣ ൌ ଶߣ ൌ ⋯ ൌ ௡ߣ ൌ ܱॶ 
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,ଵܸ  ونقول أن الأشعة -. ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ   مرتبطة خطيا إذا كان:  

,ଵߣ∃ ,ଶߣ ,ଷߣ . . . ,   : ليست كلھا معدومة بحيث   ܭܫ ௡߳ߣ

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൅ ⋯൅ ሺߣ௡. ௡ܸሻ ൌ ܱா 

   :-1-مثال

Vଶن االشعاع ൌ ሺ1,2ሻو     ଵܸ ൌ ሺെ1,1ሻ  مستقلين خطيا لأن:  

,ଵߣ∀ ܴܫ ଶ߳ߣ ∶ 

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൌ ܱூோమ  ⇔ ൫ߣଵ. ሺെ1,1ሻ൯ ൅ ൫ߣଶ. ሺ1,1ሻ൯ ൌ ሺ0,0ሻ 

⇒ ሺെߣଵ ൅ ,ଶߣ ଵߣ ൅ ଶሻߣ ൌ ሺ0,0ሻ ⟺ ൜
െߣଵ ൅ ଶߣ ൌ 0 
ଵߣ ൅ ଶߣ ൌ 0

 

   :أنأي 

ଵߣ ൌ ଶߣ ൌ 0 

  :-2-مثال

ଵܸالأشعة   ଷܴܫفي الفضاء الشعاعي   ൌ ሺ1,3,1ሻ , ଶܸ ൌ ሺ0,1, െ1ሻ , ଷܸ ൌ ሺ2,5,3ሻ  

,ଵߣ∀:                                         لأنه لدينا , ة خطيا مرتبط ,ଶߣ ܭܫ ଷ߳ߣ ∶ 

ሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻ ൅ ሺߣଷ. ଷܸሻ ൌ  ܱூோయ  

⇒ ൝

ଵߣ ൅ ଷߣ2 ൌ 0
ଵߣ3 ൅ ଶߣ ൅ ଷߣ5 ൌ 0 
ଵߣ െ ଶߣ ൅ ଷߣ3 ൌ 0

⇔ ൜
ଵߣ ൌ െ2ߣଷ
ଶߣ ൌ ଷߣ

 

ଷߣمنه بوضع و ൌ ଶߣنجد  1 ൌ ଵߣو  1 ൌ െ2  , أي انه لدينا:  

ଵߣ∃ ൌ െ2, ଶߣ ൌ 1, ଷߣ ൌ 1 ϵIR ∶ 

െ2. ଵܸ ൅ 1. ଶܸ ൅ 1. ଷܸ ൌ ܱூோయ ൌ ሺ0,0,0ሻ 
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ଷ     :ଵܸܴܫلتكن الأشعة الثلاثة من    :تمرين  ൌ ሺ0,1,1ሻ , ଶܸ ൌ ሺെ1,0,1ሻ , ଷܸ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ    

 ه الأشعة مستقلة خطيا مثنى مثنى ؟ھل ھذ -

  : الأساس والبعد 1-5

ܤنقول عن جملة الأشعة    فെش Eليكن ൌ ሺ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸሻ   لأنھا تشكل أساس  :E إذا 

  :تحقق

1- B مستقلة خطيا. 

2- B   تولدE  أي كل عنصر منE  ل يكتب مزجا خطيا E . 

  :مرتبة جملة أشعة

ܣ( لة الأشعة نسمي مرتبة جم فെش Eليكن ൌ ሺ ଵܸ, ଶܸ, ଷܸ, … , ௡ܸ  منE  بعد الفضاء الشعاعي

  . Aبالجملة  المولد   Eمن  Fالجزئي 

ونرمز    Aيمكن استخراجھا من  وھي أكبر جملة مستقلة خطيا Aمولدة بجملة مستقلة خطيا من  Fإن 

  . ሻܣሺ݃݊ܽݎ:   بلھا 

  :-1-مثال

ଵܸ  :لتكن الجملة  ൌ ሺ3,3,3ሻ , ଶܸ ൌ ሺ4,5,6ሻ , ଷܸ ൌ ሺ1,2,3ሻ    

Vଶلدينا  െ ଵܸ ൌ ଷܸ   الخطي ل  الاستقلالندرس  إذنومنه الجملة مرتبطة خطياVଵ , ଶܸ  أي:  

ߙ ଵܸ ൅ ߚ ଶܸ ൌ ሺ0,0,0ሻ    ومنهሺα, 2α, 3αሻ ൅ ሺ4β, 5β, 6βሻ ൌ ሺ0,0,0ሻ  وعليه  

ߙ                                            ൌ ߚ ൌ 0   

, ଵܸأن  أي  ଶܸ  ݃݊ܽݎ   2=: مستقلين خطيا وبالتالي مرتبة الجملة ھيሺܣሻ.  
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  سلسلة تمارين

  :التمرين الأول

,ܣكان كل من  إذابين فيما    . Թଶمن  ينجزئي ينشعاعي فضائين ܤ

ܣ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ Թଶ/ ݕ ൌ  ሽ ݔ2

ܤ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ Թଶ/ ݔ  ൒ 0ሽ 

  :  ଷܴܫلثلاثة من  لتكن الأشعة ا   :التمرين الثاني

   ଵܸ ൌ ሺ0,1,1ሻ , ଶܸ ൌ ሺെ1,0,1ሻ , ଷܸ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ   

 ھل ھذه الأشعة مستقلة خطيا مثنى مثنى ؟ -

݂         : أثبت أن الأشعة الثلاثة التالية- ൌ ሺ1,1,1ሻ , d ൌ ሺ1,2,3ሻ , g ൌ ሺ2, െ1,1ሻ   

  .ଷܴܫتولد 

cھل الشعاع ) 1 :التمرين الثالث ൌ ሺ3, െ5,2ሻ  خطي للشعاعين ھو تركيب:  

 w ൌ ሺ2,0, െ1ሻ , v ൌ ሺ1,5,0ሻ  

cيكون الشعاع  k:   لمن أجل أي قيمة ) 2 ൌ ሺ1, െ2, ݇ሻ عبارة خطية للشعاعين:  

a ൌ ሺ1, െ1,1ሻ, ܾ ൌ ሺ1,2,3ሻ 

a: لتكن الأشعة  :التمرين الرابع ൌ ሺ1,2,3ሻ, ܾ ൌ ሺ4,5,6ሻ, ܿ ൌ ሺ3,3,3ሻ   

X                      :أوجد مرتبة الجملة  ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ   

,ሼܽ:  شعةالأھل  ܾ, ܿሽ   تولدԹଷ.  
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  :نلتكن المجموعتا :التمرين الخامس

ଵܪ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/  ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 0 ሽ 

ଶܪ  ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷ/  ݔ  ൌ 0ሽ  

,ଵܪبرھن أن   )1 Hଶ فضاءين شعاعيين جزئيين.  

,ଵܪاستخرج أساس لكل من  )2 Hଶ .  

,ଵܪحدد بعدي  )3 Hଶ.  
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  الفصل الثاني

  التطبيقات الخطية

  :التطبيقات الخطية  -1

:݂و    ܭܫفضائين شعاعيين على نفس الحقل  ܨ و ܧليكن  ܧ →   تطبيق    ܨ

  :إذا كان    Fنحو  Eتطبيق خطي من   f أننقول 

1ሻ ∀ ଵܸ, ଶܸ߳ ܧ ∶ ݂ሺ ଵܸ ൅ ଶܸሻ ൌ ݂ሺ ଵܸሻ ൅ ݂ሺ ଶܸሻ 

2ሻ ∀ V߳ ܧ ∀, λ߳ ܭܫ  ∶  ݂ሺߣ. ܸሻ ൌ .ߣ ݂ሺܸሻ 

:أو التعريف المكافئ التالي   

∀ ଵܸ, ଶܸ߳ ܧ , ,ଵߣ∀ ,ଶߣ :ܭܫ ߳ ݂ሾሺߣଵ. ଵܸሻ ൅ ሺߣଶ. ଶܸሻሿ ൌ ሾߣଵ. ݂ሺ ଵܸሻሿ ൅ ሾߣଶ. ݂ሺ ଶܸሻሿ 

  :فإنه لدينا  ܨنحو  ܧمن  اخطي اتطبيق   fإذا كان   :ملاحظة 

݂ሺܱாሻ ൌ ܱி    ∧   ∀ ܸ ∈ ܧ ∶ ݂ ሺ– ܸሻ ൌ െ݂ሺܸሻ 

  :-1 -مثال

݂:                   حيث , خطي  f  بين أن التطبيق التالي  ∶ ܴܫ →   ܴܫ

ݔ ⟼ ݂ሺݔሻ ൌ 3.  ݔ

  : لدينا 

,ଵݔ∀ ,ଵߣ∀        ܴܫଶ߳ݔ ܴܫଶ߳ߣ ∶ 

݂ሾሺߣଵ. ଵሻݔ ൅ ሺߣଶ. ଶሻሿݔ ൌ ݂ሾߣଵ. ଵݔ ൅ .ଶߣ ଶሿݔ ൌ 3. ሺߣଵ. ଵݔ ൅ .ଶߣ ଶሻݔ

ൌ ሺ3. .ଵߣ ଵݔ ൅ 3. .ଶߣ  ଶሻݔ

ൌ  ሾߣଵ. ሺ3. ଵሻሿݔ ൅ ሾߣଶ. ሺ3. ଶሻሿݔ ൌ ሾߣଵ. ݂ሺݔଵሻሿ ൅ ሾߣଶ. ݂ሺݔଶሻሿ 
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  :-2 -مثال

݂                                                      :   حيث , خطي  f التالي قالتطبيبين أن   ∶ ²ܴܫ →  ²ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ ݔ ൅  ሻݕ

  :لدينا

∀ሺݔଵ, ,ଵሻݕ ሺݔଶ, ܴܫଶሻ߳ݕ
ଶ 

݂ሾሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻሿݕ ൌ ݂ሾሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅  ଶሿݕ

ൌ ൫2ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ െ ሺݕଵ ൅ ,ଶሻݕ ሺݔଵ ൅ ଶሻݔ ൅ ሺݕଵ ൅  ଶሻ൯ݕ

ൌ ൫ሺ2ݔଵ െ ଵሻݕ ൅ ሺ2ݔଶ െ ,ଶሻݕ ሺݔଵ ൅ ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ ൅  ଶሻ൯ݕ

ൌ ൫ሺ2ݔଵ െ ,ଵሻݕ ሺݔଵ ൅ ଵሻ൯ݕ ൅ ൫ሺ2ݔଶ െ ,ଶሻݕ ሺݔଶ ൅  ଶሻ൯ݕ

ൌ ݂൫ሺݔଵ, ଵሻ൯ݕ ൅ ݂൫ሺݔଶ,  ଶሻ൯ݕ

  :لدينا من جھة أخرى 

,ݔሺ∀,      ܴܫ߳ߣ∀   ଶܴܫሻ߳ݕ

݂ሾߣ. ሺݔ, ሻሿݕ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ ሺߣ. ݔ2 െ .ߣ ,ݕ .ߣ ݔ ൅ .ߣ ሻݕ ൌ .ߣ ሺ2ݔ െ ,ݕ ݔ ൅ ሻݕ

ൌ .ߣ ݂ሺݔ,  ሻݕ

   ଶܴܫنحو  Թଶتطبيق خطي من  ݂ومنه 

  :-3 -مثال

: حيث , ھل التطبيق التالي خطي      

݂ ∶   ଶܴܫ →                                                                                                             ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ .ݔ  ݕ

∀λܴ߳ܫ             , ∀ሺݔ,  ଶܴܫሻ߳ݕ
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λ  لدينا من أجل  ് λ و 1 ് 0 :                                                                                  

݂ሾߣ. ሺݔ, ሻሿݕ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ .ߣ .ݔ ݕߣ ൌ .ଶߣ .ݔ  ݕ

് λ. ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ .ߣ ሺݔ. ሻݕ ൌ .ߣ .ݔ  ݕ

 . اخطي اليس تطبيق ݂منه و

  :الصورة  و النواة )2

  ܨنحو  ܧ من  تطبيق خطي ݂ليكن 

  : بو المعرفة  ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ بالمجموعة المرموز لھا  ݂التطبيق  نواةنسمي  -

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ ൌ ሼܧ߳ݔ /  ݂ሺݔሻ ൌ ܱிሽ 

  : بو المعرفة  ሺ݂ሻ࢓ࡵ  بالمجموعة المرموز لھا  ݂التطبيق  صورةنسمي  -

ሺ݂ሻ࢓ࡵ ൌ ሼܧ߳ݔ∃ /      ܨ߳ݕ  ∶ ݕ  ൌ ݂ሺݔሻሽ 

  : -4-مثال

  :أحسب نواة التطبيق التالي  

݂: ଷܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⟼ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݔ െ ,ݕ ݕ െ  ሻݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ,ݔଷ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݖ ,ݕ ሻݖ ൌ ܱூோమሽ 

⇔ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ,ݔଷ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݖ ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ0,0ሻሽ

ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔଷ/ሺܴܫሻ߳ݖ െ ,ݕ ݕ െ ሻݖ ൌ ሺ0,0ሻሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ/ଷܴܫሻ߳ݖ െ ݕ ൌ 0  ∧ ݕ  െ ݖ ൌ 0ሽ

ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ/ଷܴܫሻ߳ݖ ൌ  ݕ ∧ ݕ  ൌ  ሽݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݕ ݔ  /ଷܴܫሻ߳ݖ ൌ ݕ ൌ  ሽݖ

ሺ݂ሻݎ݁ܭ                                               :ومنه ൌ ሼሺݔ, ,ݔ   ሽܴܫ߳ݔ  /ଷܴܫሻ߳ݔ
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  :فإنه لدينا ,  ܨنحو  ܧمن  اخطي اتطبيق ݂إذا كان  :نظرية

ሺ݂ሻ࢓ࡵتطبيق غامر  ݂ - ൌ ܨ ⟺  

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷتطبيق متباين  ݂  - ൌ  ܧ ⇔  

  : - 1- تمرين

: بليكن التطبيق الخطي المعرف    

݂: ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ  ሻݔ

  تقابلي  ݂واستنتج أن التطبيق  ሺ݂ሻ݉ܫو  ሺ݂ሻݎ݁ܭاحسب 

  :الحل

  :   لدينا 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ                                                    ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ  ܱூோమሽ       

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻሽ

ൌ ሼሺݔ, ݔଶ /ሺ3ܴܫሻ߳ݕ െ ,ݕ ݕ2 െ ሻݔ ൌ ሺ0,0ሻሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ⟺ ൌ ሼሺݔ, ݔଶ/3ܴܫሻ߳ݕ െ ݕ ൌ 0  ∧ ݕ2 െ ݔ ൌ 0ሽ

ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0ሽ 

⇔ ሺ݂ሻݎ݁ܭ ൌ ሼሺ0,0ሻሽ 

ሺ݂ሻݎ݁ܭ :  أنبما  ൌ ሼሺ0,0ሻሽ ൌ ሼܱூோమሽ  متباين  ݂فإن التطبيق  

ሺ݂ሻ݉ܫ  :لدينا  ൌ ሼሺܽ, ܾሻ ∈ ,ݔଶ/ ∃ሺܴܫ ሻݕ ∈ ,ଶ: ሺܴܽܫ ܾሻ ൌ ݂ሺݔ,   ሻሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼሺܽ, ܾሻ ∈ ,ݔଶ/ ∃ሺܴܫ ሻݕ ∈ ,ଶ: ሺܴܽܫ ܾሻ ൌ ሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ  ሻሽݔ

⇔ ሺ݂ሻ݉ܫ ൌ ሼሺ3ݔ െ ,ݕ ݕ2 െ ሻݔ ∈ ,ݔଶ/  ሺܴܫ ሻݕ ∈ ଶሽܴܫ ൌ  ଶܴܫ

ሺ݂ሻ݉ܫ :  بما أن ൌ   .تقابلي  ݂ومنه  التطبيق  غامر ݂فإن التطبيق  ଶܴܫ
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  :حيث  ݂ليكن التطبيق التالي  :-2- تمرين

 

݂ ∶   ଶܴܫ →   ܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ െ  ݕ

 خطي ݂بين أن  - 1

, ሺ݂ሻ݉ܫأوجد  - 2     ሺ݂ሻݎ݁݇

 ؟.تقابلي ݂ھل  - 3

  :الحل

 تبيان أن التطبيق خطي - 1

  :لدينا

∀λܴ߳ܫ ݒ ∀ ,  ∶ ൌ ሺݔ, ,ሻݕ ݓ ൌ ሺݔᇱ, ,ᇱሻݕ   ଶܴܫ߳

݂ሾݒ ൅ ሿݓ ൌ ݂ሾሺݔ, ሻݕ ൅ ሺݔᇱ, ᇱሻሿݕ ൌ ݂ሾሺݔ ൅ ,ᇱݔ ݕ ൅ ᇱሻሿݕ ൌ ሺݔ ൅ ᇱሻݔ െ ሺݕ ൅  ᇱሻݕ

ൌ ሺݔ െ ሻݕ ൅ ሺݔᇱ െ ᇱሻݕ ൌ ݂ሺݒሻ ൅ ݂ሺݓሻ 

݂ሾߣ. ሿݒ ൌ ݂ሾሺߣ. ,ݔ .ߣ ሻሿݕ ൌ .ߣ ݔ െ ݕߣ ൌ ݔሺߣ െ ሻݕ ൌ  ሻݒሺ݂ߣ

  .تطبيق خطي ݂ومنه 

 :الصورة والنواة إيجاد

  :النواة )1

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ ܱԹሽ 

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ⟺ ൌ ሼሺݔ, ,ݔଶ/ ݂ሺܴܫሻ߳ݕ ሻݕ ൌ 0ሽ ൌ ሼሺݔ, ݔଶ /ሺܴܫሻ߳ݕ െ ሻݕ ൌ 0ሽ 

ሺ݂ሻ࢘ࢋࡷ⟺ ൌ ሼሺݔ, ݔ /ଶܴܫሻ߳ݕ ൌ ሽݕ ൌ ሼሺݔ, ሻݔ ൌ , ሺ1,1ሻݔ  Թሽ߳ݔ

   ሺ1,1ሻ  ࢘ࢋࡷ  مولدة  بሺ݂ሻ   إذنوھو مستقل خطيا  ሼሺ1,1ሻሽ  ࢘ࢋ࢑ لأساس ሺ݂ሻ   
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ሺ݂ሻ࢘ࢋ࢑݉݅݀ومنه  ൌ 1 ്   .ليس متباين   ݂وبالتالي   0

  : الصورة)2

ሺ݂ሻ࢓ࡵ                                 :لدينا  ൌ ሼܽ ∈ Թ/ ∃ሺݔ, ሻݕ ∈ ܽ :ଶܴܫ ൌ ݂ሺݔ,   ሻሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ࢓ࡵ ൌ ሼܽ ∈ Թ/ ∃ሺݔ, ሻݕ ∈ ܽ :ଶܴܫ ൌ ݔ െ  ሽݕ

⇔ ሺ݂ሻ࢓ࡵ ൌ ሼܽ ∈ Թ/  ܽ ൌ ݔ െ ݕ ∈ Թሽ ൌ Թ 

ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀              :ومنه  ൌ 1    

ሺ݂ሻ݉ܫ              بما أن ൌ Թ   تقابلي ليس  ݂ومنه  التطبيق  غامر ݂فإن التطبيق.  

  .ليس متباينا فھو ليس تقابليا ݂و بما أن 

  

  سلسلة تمارين

  .كانت التطبيقات التالية خطية أم لا إذابين فيما  :التمرين الأول

∎݂ ∶   ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ ൅ ,ݕ ݔ െ  ሻݕ

∎݂ ∶   ଷܴܫ →  ଷܴܫ

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⟼ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺ2ݔ ൅ ݕ ൅ ,ݖ ݕ െ ,ݖ ݔ ൅  ሻݕ

∎݂ ∶   ଷܴܫ →  ଷܴܫ

 ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⟼ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ሺݔଶ, ,ݔ   ሻݕ
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  :ليكن التطبيق التالي :التمرين الثاني

݂: ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ ൅ ,ݕ ݔ െ  ሻݕ

  .خطي ݂بين أن - 1

  .وماذا تستنتج النواةأوجد - 2

  .وماذا تستنتج الصورةأوجد - 3

  .برر جوابك؟  ھل التطبيق تقابلي- 4

 التمرين الثالث: ليكن التطبيق التالي:  

݃: ଶܴܫ →  ଶܴܫ

 ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݃ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ ൅ ,ݕ ݔ െ   ሻݕ

 ሺ݃ሻܚ܍ܓعين - 1 ,   .؟وھل ھو غامر؟ متباين  ݃ھل   ሺ݃ሻ࢓ࡵ

 ሺ݃ሻܚ܍dim۹ أوجد - 2 ,   . ሺ݃ሻ࢓ࡵ݉݅݀
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  الفصل الثالث

  المصفوفات و المحددات

  :لمصفوفاتا -1

  :  تعاريف )1-1

௜௝ܽالعناصر لتكن و حقلا IKليكن  -   ∈ IK , ݅ ൌ 1:݉    , ݆ ൌ 1: ݊     

  .و أعمدة سطور مستطيلة من الأعداد منتظمة بشكل مربعة أو بأنھا مجموعةتعرف المصفوفة 

A୧୨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
aଵଵ aଵଶ … aଵ୬
aଶଵ aଶଶ … aଶ୬
aଷଵ aଷଶ … aଷ୬
… … … …
a୫ଵ a୫ଶ … a୫୬ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ܑ ൌ ,  سطر ܒ ൌ عمود  

ܣ   : التالي الشكل إذن ൌ ൭

ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௡
⋮ ⋱ ⋮

ܽ௠ଵ ⋯ ܽ௠௡
൱  ونقول عمود  و ݊  سطر  ݉يسمى مصفوفة ذات

,ሺ݉مصفوفة من النوع   أنھا أيضا ݊ሻ      ܣ:     بونرمز ∈   ௠.௡ܭܫ

ሺܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ ( :حيث السطر الأول ھو   … ܽଵ௡    

  :والعمود الأول ھو

ۉ

ۈ
ۇ

ܽଵଵ
ܽଶଵ
ܽଷଵ
⋮

ܽ௠ଵی

ۋ
ۊ

   

  :    ب  لمصفوفةكما نرمز ل

ܽ௜௝ܣ  مع ൌ ൫ܽ௜௝൯ ݅ ൌ 1:݉ ,    ݆ ൌ 1: n   ھو العنصر الذي يقع في السطرi  والعمودj .  

ܣ   :و بصفة عامة نكتب  ∈      ሻܭܫ௠,௡ ሺܯ
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ܤ  نقول أن المصفوفتين   - ൌ ൫ܾ௜௝൯ܣ  و ൌ ሺܽ௜௝ ሻ        كان  إذان متساويتا    :  

∀݅ ൌ 1:݉, ∀݆ ൌ 1: n: ܽ୧୨ ൌ b୧୨ 

ܣ نقول أن المصفوفة   - ൌ ሺܽ௜௝ሻ       معدومة اذا كان :∀݅, ݆ ∶    ܽ୧୨ ൌ 0  

ܣ  نقول أن المصفوفة    - ൌ ሺܽ௜௝ሻ    ان مربعة اذا ك :n=m 

ܣنقول عن المصفوفة     - ൌ ሺܽ௜௝ሻ       المربعة أنھا :  

୧୨ܽ:      مثلثية سفلى إذا كان *  ൌ 0      :∀݆ ൐ ݅  

୧୨ܽ:     مثلثية علوية إذا كان *  ൌ 0       :∀݆ ൏ ݅  

୧୨ܽ:      قطرية إذا كان * ൌ 0             :∀݆ ് ݅  

   :بونرمز لھا  1كل عناصر القطر تساوي  بحيثرية قطالمصفوفة الحيادية ھي مصفوفة  -

ܫ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

1  0  0  ⋯   0
0  1  0   …    0
0  0  1  ⋯   0
⋮    ⋮    ⋮    ⋮    ⋮
0  0  0   … ی1  

ۋ
ۊ

 

ܣمنقول المصفوفة       - ൌ ൫ܽ௜௝൯  ܣ  بھي المصفوفة المرموز لھا୲      ܣوالمعرفة ب୲ ൌ ൫ ௝ܽ௜൯  

  : -1-مثال

ܣمصفوفة       منقول ال  ൌ ቀ
1     5   4
0    1   3

ቁ             ܣھي المصفوفة୲ ൌ ൭
1     0
5     1
4     3

൱  

A  المربعةنقول أن المصفوفة  - ൌ ൫ܽ௜௝൯    ܣ:   تناظرية اذا كان  ൌ      . ୲ܣ  

 ܣ:   كان  إذاوضد التناظرية   ൌ െ  ܣ୲ .  
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  : على المصفوفات  عمليات -1-2

  :  الجمع -

ܤجمع المصفوفتين       ൌ ሺܾ௜௝ሻ ௠,௡ ܣ   و ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡        ھي المصفوفةc  بالمعرفة  :  

ܿ ൌ ܣ ൅ ௜௝ܿ  حيث        ܤ ൌ ܽ௜௝ ൅ ܾ௜௝  

ቀ         : -2-مثال
1     2
2    3

ቁ ൅ ቀ
1  3
1     4

ቁ ൌ ቀ
2     5
3    7

ቁ  

   :ددجداء مصفوفة بع -

ܣجداء المصفوفة       ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡   ب  ھي المصفوفة المعرفة    ߣبالعدد الحقيقي  :  

.ߣ   ܣ ൌ ሺߣ. ܽ௜௝ሻ௠,௡ 

.2      : -3-مثال ൭
0    1   2
3    4   2
1    3  1

൱ ൌ ൭
0   2    4
6    8    4
2     6    2

൱  

  :  جداء مصفوفتين -

ܤ  جداء مصفوفتين ൌ ሺܾ௜௝ሻ ௡,௣ , ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ௠,௡   ܥ ھي المصفوفة ൌ ሺܿ௜௝ሻ ௠,௣    بالمعرفة  :  

ܿ௜௝ ൌ ෍ܽ௜௞

௡

௞ୀଵ

. ܾ௞௝ 

  : -4-مثال

               ቀ
0  1
1  2

ቁ . ቀ
1   2
3  2

ቁ ൌ ቀ
3   2
7   6

ቁ      و ቀ1   2
3   2

ቁ . ቀ
 0   1
1  2

ቁ ൌ ቀ
2    5
2    7

ቁ  

.ܣ:عموما لدينا   :ملاحظة  ܤ ് .ܤ   ܣ

ܣ     :مثلا ൌ ൭
1  2  0
0  1  1
1  0  0

൱ , ܤ ൌ ൭
1  4
2  0
0  1

൱      
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 A. B ൌ ൭
1  2  0
0  1  1
1  0  0

൱ . ൭
1  4
2  0
0  1

൱ ൌ ൭
5  4
2  1
1  4

൱      ܤلكن في ھذه الحالة الجداء.   غير معرف         ܣ

  

  : خواص 

ሺܣ ൅ ሻ௧ܤ ൌ ୲ ܣ ൅ ୲ܤ ൌ ୲ܤ ൅ .୲  ,        ሺλ ܣ Aሻ୲ ൌ λ. ୲ ∀λܣ ∈ IR  ,   

   ሺA. Bሻ. C ൌ A. ሺB. Cሻ   

ሺܣ. ሻ௧ܤ ൌ .୲ ܤ .ܣ     ,୲ܣ ሺܤ ൅ ሻܥ ൌ .ܣ ܤ ൅ .ܣ ܤሺ    ,    ܥ ൅ .ሻܥ ܣ ൌ .ܤ ܣ ൅ .ܥ  ܣ

  : -5-مثال

ܣ: لتكن المصفوفتين   ൌ ൭
2 െ  3   െ 5
െ1  4      5
1  െ 3  െ 4

൱ ܤ     ,        ൌ ൭
െ1   3     5
1  െ 3 െ 5
െ1    3    5

൱  

,୲ ܣأحسب .ܣ .ܤ     ,   ܤ ܣ      ,    ܣ ൅ ܣሺ     ,    ܤ ൅   ھي تناظرية  ܣوھل المصفوفة    ሻ௧ܤ

୲ܣ لأن ليست تناظرية   ܣالمصفوفة : لدينا  ൌ ൭
2 െ 1        1
െ3  4      െ 3
െ5    5  െ 4

൱    ്      ܣ

.ܣ ܤ ൌ 0       ሺܣ   ݅ݏ. ܤ ൌ 0    ⇏ ܣ ൌ 0 ∨ ܤ   ൌ 0ሻ 

.ܤحالة خاصة فقط     ܣ ൌ 0 ሺܣ. ܤ ൌ 0 ൌ .ܤ   ሻܣ

  : مرتبة المصفوفة -1-3

 ܣلتكن المصفوفة   ∈ سطر أعدد أعمدة أو  ሻܣሺ݃ݎ بنسمي مرتبة المصفوفة ونرمز لھا      ௠,௡ܯ

  المستقلة خطيا  ܣالمصفوفة  

  : طريقة عملية

ھا إلى مصفوفة مثلثيه سفلى أو علوية ويكون عدد الأعمدة أو عدد نحول Aلإيجاد مرتبة المصفوفة  

  ሻܣሺ݃ݎالأسطر الغير معدومة ھو 
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  :  -6-مثال

B                            :Aو Aأوجد مرتبتي المصفوفتين  ൌ ൮

1     1    2
1  െ 1   1
2      0    3
2     2    4  

൲  

൮

1      1    2
0 െ 2 െ 1
0      2    1
0     2     1

൲

→
ሺସሻିሺଷሻ

ሺଶሻିሺଵሻ
ሺଷሻିଶ.ሺଵሻ

൮

1    1    2
0 െ 2 െ 1
0      0     0
0      0     0

൲

→
ሺସሻାሺଶሻ

ሺଷሻାሺଶሻ

⇒ ሻܣሺ݃ݎ ൌ 2 

 ܤ ൌ ൭
4    2   1
2   8 െ 1
1    1    5

൱

ۉ

ۈ
ۇ

4       2     1

0     7    െ
3

2

0  െ 3  
11

2 ی

ۋ
ۊ

  →         

ሺଷሻି 
ଵ
ଶ
 .ሺଶሻ

ሺଶሻି
ଵ
ଶ
.ሺଵሻ    

ۉ

ۈ
ۇ

4      2      1

0     7    െ
3

2

0     0    
34

7 ی

ۋ
ۊ

→    

ሺଷሻା  
ଷ
଻
 .ሺଶሻ 

    ⇒ ሻܤሺ݃ݎ ൌ 3 

  :مصفوفة مربعة  مقلوب 3-1-2

  : بحيث   ଵିܣ بإذا وجدت مصفوفة مربعة نرمز لھا  قابلة للقلب أنھا Aمصفوفة مربعة  نقول عن

.ܣ ଵିܣ ൌ .ଵିܣ ܣ ൌ  ܫ

  : -7-مثال

ܣأوجد مقلوب المصفوفة      ൌ ቀ
1      1
0      1

ቁ  

ଵିܣ:نضع  ൌ ቀ
ܽ    ܾ
ܿ     ݀

ቁ   ومنه لدينا :  

A. Aିଵ ൌ I  ⇔ ቀ
 ܽ ൅ ܿ   ܾ ൅ ݀
ܿ         ݀

ቁ ൌ ቀ
1  0
0   1

ቁ ⇔ ܽ ൌ 1, ܾ ൌ െ1, ܿ ൌ 0, ݀ ൌ 1 

ଵିܣ           :ومنه  ൌ ቀ
1   െ 1
0       1

ቁ  

  : لدينا الخواص التالية , قابلتين للقلب ال Bو A لتكن المصفوفتين  

ሺିܣଵሻ௧ ൌ ሺܣ୲ሻିଵ     , ሺAିଵሻିଵ ൌ A   , ሺA. Bሻିଵ ൌ Bିଵ. Aିଵ  , Iିଵ ൌ  ܫ
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௧ܣ:مصفوفة عمودية إذا كان  أنھا  Aنقول أن المصفوفة  ൌ   .ଵିܣ

  

  :لحساب مقلوب مصفوفة نطريقة غوص جور دا -1-5

  .من خلال استعمال العناصر المحورية    I/Aିଵإلى الشكل  ܫ/ܣ ل الشكليوحوتعتمد على ت

  :-8-مثال

ܣأحسب مقلوب المصفوفة     ൌ ൭
1  0  1
1  1  1
0  1  1

൱  

ܫ/ܣ: لدينا  ൌ ൭
1  0  1
1  1  1
0  1  1

อ
1  0  0
0  1  0
0  0  1

൱
ሺଶሻିሺଵሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ ൭

1  0  1
0  1  0
0  1  1

อ
1  0  0
െ1  1  0
0  0  1

൱  

ሺଷሻିሺଶሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ൭

1  0  1
0  1  0
0  0  1

อ
1  0    0  
െ1 1  0
1 െ 1  1

൱
ሺଵሻିሺଷሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ ൭

1  0  0
0  1  0
0  0  1

อ
0  1 െ 1
െ1 1  0
1 െ 1  1

൱ ൌ  ଵିܣ/ܫ

ଵିܣ         :ومنه المصفوفة المقلوبة أو العكسية ھي  ൌ  ൭
  0     1 െ 1
െ1     1     0
1 െ 1     1

൱  

  :-9-مثال 

ܣمقلوب   ൌ ቀ
4  1
2  1

ቁ   لدينا :  

ܫ/ܣ ൌ   ቀ
4  1
2  1

ቚ
1  0
0  1

ቁ
ሺଶሻି

ሺଵሻ.
ଵ
ସభ

ଶ  
.ሺଵሻ   

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ൮
1  
1

4

0  
1

2

ተ

1

4
     0

െ
1

2
  1

൲
ሺଶሻ.ଶ

ሺభሻష
భ
మ
 .ሺమሻ   

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛሮ ൭
1  0
0  1

อ
1

2
െ
1

2
െ1  2

൱

ൌ I/Aିଵ 

Aିଵ     :ي ومنه المصفوفة المقلوبة أو العكسية ھ ൌ  ቆ
ଵ

ଶ
 െ 

ଵ

ଶ

െ1   2
ቇ   
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  :المحددات  -2

  :تعريف المصفوفة المستخرجة  -2-1

ܣ   لتكن المصفوفة المربعة   ൌ ሺܽ௜௝ ሻ ∈   Aللمصفوفة المستخرجة من المصفوفة   ୧୨ܣ بنرمز , ௠ܯ

  .jو العمود   iمن خلال حذف السطر رقم 

ܣ    : -1-مثال ൌ ൭
1   0  2
3  1 െ 1
0  5  2

൱   ⇒ ଵଵܣ ൌ ቀ
1  െ 1
5    2

ቁ  , ଷଶܣ ൌ ቀ
1     2
3  െ 1

ቁ  

   :تعريــف المحدد  -2-2

ܣلتكن المصفوفة المربعة      ൌ  ൭

ܽଵଵ ⋯ ܽଵ௠
⋮ ⋱ ⋮

ܽ௠ଵ ⋯ ܽ௠௠
൱  

  : ب  ھو العدد المرموز له  Aفان محدد المصفوفة  m=1من أجل  -

                                                              detሺܣሻ ൌ |ܣ| ൌ ܽଵଵ  

  : ب  ھو العدد المرموز له Aفان محدد المصفوفة  m=2من أجل  -

                                           detሺܣሻ ൌ |ܣ| ൌ  ܽଵଵ . ܽଶଶ െ ܽଵଶ . ܽଶଵ  

݉ من أجل  - ൐   :  ب  لمرموز لهھو العدد اAفان محدد المصفوفة 2

detሺ ሻܣ ൌ |ܣ| ൌ෍ሺെ1ሻ௜ା௝బ 
௠

௜ୀଵ

ܽ௜௝బ . หܣ௜௝బห 

  Aد مختار عشوائيا من بين أعمدة المصفوفة ھو عمو j0حيث 

  : -2-مثال

ቚ:    أحسب المحددات التالية  
2  1
4   2

ቚ ൌ 2.2 െ 4.1 ൌ 0        
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ተ

൅ െ ൅
1  2  1
0  1  2
1  0  1

ተ ൌ ൅1. ቚ
1  2
0  1

ቚ െ 2. ቚ
0  2
1  1

ቚ ൅ 1. ቚ
0  1
1  0

ቚ

ൌ ൅1. ሺ1 െ 0ሻ െ 2. ሺ0 െ 2ሻ ൅ 1. ሺ0 െ 1ሻ ൌ 4 

ተ
ተ

൅ െ ൅ െ
0 െ 1 1 3
1  2 െ 1 1
0  0  3  3
0  1  8  0

ተ
ተ ൌ ൅0. อ

2  െ 1 1
0    3  3
1    8  0

อ െ ሺെ1ሻ. อ
1 െ 11
0  3  3
0  8  0

อ ൅ 1. อ
1  2  1
0  0  3
0  1  0

อ െ 3. อ
1 2 െ 1
0  0  3
0  1  8

อ

ൌ െ18 

  :خواص 

  .مصفوفة مثلثيه  سفلية أو علوية أو قطرية فان محددھا يساوي جداء عناصرھا القطرية  Aانت إذا ك 

  : -3-مثال

ተ

1  2  5  0
0  4  1  2
0  0  3  1
0  0  0  2

ተ ൌ 1.4.3.2 ൌ  و  24 ቚ 4     0
0  െ 1

ቚ    ൌ െ4                

  : خواص 

  : فان   λ بالعدد  Aن المصفوفة ھي حاصل ضرب سطر أو عمود واحد م  Bإذا كانت المصفوفة  -

|ܤ| ൌ λ.  |ܣ|

  :فان λ  بالعدد    ௠ܯ߳ܣھي حاصل ضرب المصفوفة Bوبصفة عامة إذا كانت المصفوفة  -

|ܤ| ൌ .௠ߣ  |ܣ|

|ܤ|: فان  Aإذا بدلنا ترتيب سطرين أو عمودين في المصفوفة  - ൌ െ|ܣ|  
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  لتكن : -4-مثال

ܣ     ൌ ቀ
1  2
3  4

ቁ , ଵܤ  ൌ ቀ
5  10
3  4

ቁ,   ܤଶ   ൌ ቀ
2  4
6  8

ቁ,    ܤଷ  ൌ ቀ
3  4
1  2

ቁ 

  : لدينا 

|ܣ| ൌ െ2  , |ଵܤ| ൌ 5. |ܣ| ൌ െ10  ,   |ܤଶ| ൌ 2ଶ. |ܣ| ൌ െ8  ,   |ܤଷ| ൌ െ|ܣ| ൌ ൅2 

|A|    : سطر أو عمود معدوم فان  Aإذا كان في المصفوفة   - ൌ 0  

.ܣ|      |ܤ ൌ .|ܣ| |ܣ|            ,         |ܤ| ൌ     |௧ܣ|

   : -5-مثال

ܣمن أجل     ൌ ቀ
1  1
2  1

ቁ ܤ   , ൌ ቀ
1     0
1    2

ቁ   ܣ:     لدينا. ܤ ൌ ቀ
2    2
3    2

ቁ  

|ܣ|:ومنه  ൌ െ1   ,   |ܤ| ൌ 2  ⇒   .ܣ| |ܤ ൌ |A|. |B| ൌ ሺെ1ሻ.2 ൌ െ2    

   :تعريف 

|ܣ|: نظامية إذا كان  Aنقول أن المصفوفة  ് 0     

  :نظرية 

  : مربعة فانه لدينا  Aصفوفة إذا كانت الم 

A  ݃ݎمصفوفة قابلة للقلبሺܣሻ ൌ ݉ ⇔ |ܣ| ് 0 ⇔     

|ଵିܣ|     :نتيجة   ൌ
ଵ

|஺|
   

  :تعريف المصفوفة المرافقة  -2-3

ܣلتكن         ∈   مصفوفة مربعة        ௠ܯ

௧ܥ   : ب  المصفوفة المعرفة A لنسمي مصفوفة مرافقة  ൌ ሺܿ௜௝ሻ
௧  كل  حيث :  

 ܿ௜௝   ൌ ሺെ1ሻ௜ା௝ . หܣ௜ ௝ ห   ܣو௜௝   ھي مصفوفة مستخرجة منA وذلك بحذف السطرi  والعمودj. 
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ଵିܣ:    قابلة للقلب فان  Aإذا كانت المصفوفة  :نظرية  ൌ
ଵ

|஺|
.   ௧ܥ

   :-6-مثال

ܣمن أجل المصفوفة     ൌ ൭
3    2  െ 1
1     6     3
2   െ 4  0

൱   ܣ|لدينا| ൌ 64 ്   قابلة للقلب  Aومنه   0

ܥلنحسب الآن عناصر المصفوفة    ൌ ൭

ܿଵଵ ܿଵଶ ܿଵଷ
ܿଶଵ   ܿଶଶ  ܿ ଶଷ
ܿଷଵ ܿଷଶ ܿଷଷ

൱     

   ଵଵܿ :        لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ| ൌ 12  ,    ܿଵଶ ൌ ሺെ1ሻଵାଶ. |ଵଶܣ| ൌ 6   ,   

  ܿଵଷ  ൌ ሺെ1ሻଵାଷ. |ଵଷܣ| ൌ െ16  

     ܿଶଵ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ|  ൌ 4   ,    ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ 2  ,   

 ܿଶଷ ൌ ሺെ1ሻଶାଷ. |ଶଷܣ| ൌ 16 

ܿଷଵ ൌ ሺെ1ሻଷାଵ. |ଵଷܣ| ൌ 12  ,   

  cଷଶ ൌ ሺെ1ሻଷାଶ. |ଷଶܣ| ൌ െ10  , ܿଷଷ ൌ ሺെ1ሻଷାଷ. |ଷଷܣ| ൌ 16 

୲ܥ    إذن       ൌ ൭
12 4  12
6 2 െ 10
െ16 16 16

൱    ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲  ൌ

ଵ

଺ସ
  . ൭

12  4  12
6  2 െ 10
െ16  16 16

൱  

   :-7-مثال

ܣمن أجل المصفوفة      ൌ ቀ
1  1
1  2

ቁ    ܣ|لدينا| ൌ 1 ് 0         

C قابلة للقلب  لنحسب عناصر المصفوفة   Aومنه  ൌ    ൬
CଵଵCଵଶ
CଶଵCଶଶ

൰  

ଵଵܥ:    لدينا  ൌ ሺെ1ሻଵାଵ . |ଵଵܣ|  ൌ 2   ,      ܿଵଶ  ൌ ሺെ1ሻଵାଶ  . |ଵଶܣ| ൌ െ1           

ଶଵܥ ൌ ሺെ1ሻଶାଵ. |ଶଵܣ| ൌ െ1  ,       ܿଶଶ ൌ ሺെ1ሻଶାଶ. |ଶଶܣ| ൌ 1 
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୲ܿإذن        ൌ ቀ
2 െ 1
െ1   1

ቁ  ⇒ Aିଵ ൌ
ଵ

|୅|
  . C୲   ൌ

ଵ

ଵ
   . ቀ

2    െ 1
െ1      1

ቁ  

  

  سلسلة تمارين

ܣ    :لتكن المصفوفتين  :التمرين الأول ൌ ቀ
1  1
0  2

ቁ ,  ܤ ൌ ቀ
2  5
3  7

ቁ  

௧ܣأوجد كلا من  .1 ൅ ,௧ܤ ሺܣ ൅ ,ሻ௧ܤ ,௧ܤ  . ௧ܣ

.௧ܤأوجد  .2 .ܣሺثم   ௧ܣ ,ܣماذا تستنتج قارن بين  ሻ௧ܤ ሺܣ௧ሻ௧ . 

,ଵିܤأحسب  .3 .ଵିܤثم   ଵିܣ .ܣሺو  ଵିܣ  .ماذا تستنتج ሻିଵܤ

ܣ: لتكن  :التمرين الثاني ൌ ൭
3 െ4
1 5
2 2

    
1 2
0 3
3 െ1

൱  ܤ ൌ ൭
1 2
4 0
2 െ5

    
െ1 0
2 1
1 2

൱   

ܣأحسب .1 െ ,ܤ ,ܤെ,ܣ3 ,௧ܤ   . ௧ܣ

.ܣھل يمكن حساب .2 .ܣأحسب    ܤ   .  ௧ܤ

ܣلتكن المصفوفة التالية  :التمرين الثالث ൌ ൭
1 1 0
1 0 1
1 െ1 െ1

൱   

  .ܣأحسب محدد -1

  . ܣأوجد مرتبة -2

  . ଵିܣأوجد -3

ܣ: لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الرابع ൌ ൭
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൱   

ଶܣ: أثبت أن  -1 ൌ ܫ2 ൅  .قابلة للقلب  ܣثم استنتج أن  ܣ

 . ܣبدلالة   ଵିܣعبر عن   -2
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  الفصل الرابع

  الخطيةجمل المعادلات 

مصفوفة من  Aحيث  A.X=bمن بين أھم تطبيقات المحددات ھو حل جملة المعادلات الخطية من الشكل 

  .࢓ࡾشعاع مجھول من   Xو    ࢓Թشعاع من  bقابلة للقلب و   )n،m(النمط 

 :طريقة كرامر

࢏࢞: بالعبارة التالية Xتعطى مركبات الشعاع  ൌ
|࢏࡭|

|࡭|
مع تعويض العمود رقم  Aھي المصفوفة  ܑ࡭حيث  

  i  بالشعاعb .  

  : -1-مثال

  المعادلات  ول جملةحل أوجد

൜
ݔ5 െ  ݕ6 ൌ     15
ݔ3 ൅ ݕ4 ൌ 29    

 

  :الحل 

  : حساب المحددنقوم ب - 1

detሺAሻ ൌ ቚ
5 െ6
3 4

ቚ ൌ 5ሺ4ሻ െ 3ሺെ6ሻ ൌ 20 ൅ 18 ൌ 38 

  

 :ଵሻܣdet ሺ     نحسب - 2

  )┴(29- , 15 الشعاعفي المحدد ب xنعوض عن العمود 

det ሺAଵሻ ൌ ቚ
15 െ6
െ29 4

ቚ ൌ 15ሺ4ሻ െ ሺെ29ሻሺെ6ሻ ൌ െ114 

ݔ ൌ
െ114

38
ൌ െ3 

 :ଶሻܣdet ሺ     نحسب - 3

 )29- , 15(┴ الشعاعفي المحدد ب yنعوض عن العمود 
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det ሺAଶሻ ൌ ቚ
5 15
3 െ29

ቚ ൌ 5ሺെ29ሻ െ 3ሺ15ሻ ൌ െ190 

ݕ ൌ
െ190

38
ൌ െ5 

  : -2-مثال

  :المعادلات  ول جملةحل أوجد 

൝

ݔ ൅ ݕ2 ൅  ݖ ൌ 4
ݔ3 ൅ ݕ5 ൅ ݖ3 ൌ 1
ݔ2 ൅ ݕ7 െ ݖ ൌ 8

 

  :الحل 

  : det ሺAሻ حسبن - 1

|A| ൌ อ
1 2 1
3 5 3
2 7 െ1

อ 

ൌ ሾሺ1 ൈ 5 ൈ െ1ሻ ൅ ሺ2 ൈ 3 ൈ 2ሻ ൅ ሺ1 ൈ 3 ൈ 7ሻሿ

െ ሾሺ2 ൈ 5 ൈ 1ሻ ൅ ሺ7 ൈ 3 ൈ 1ሻ ൅ ሺെ1 ൈ 3 ൈ 2ሻሿ ൌ 3 

  :  |Aଵ| نحسب - 2

detሺAଵሻ ൌ อ
4 2 1
1 5 3
8 7 െ1

อ ൌ െ87 

ݔ ൌ
െ87

3
ൌ െ29 

  

  :  |Aଶ|نحسب  - 3

detሺAଶሻ ൌ อ
1 4 1
3 1 3
2 8 െ1

อ ൌ 33 

ݕ ൌ
33

3
ൌ 11 

  :  |Aଷ|نحسب  - 4
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detሺAଷሻ ൌ อ
1 2 4
3 5 1
2 7 8

อ ൌ 33 

ݖ ൌ
33

3
ൌ 11 

ܺ            ,:   حيث A.X=bحل الجملة الخطية  :-3-مثال ൌ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱  ,   ܣ ൌ ൭

1 1 2
1 3 8
1 3 11

൱

ܾ ൌ ൭
5
15
21
൱  

|࡭| وحيد لأن تملك حلا =b   A.Xلدينا الجملة ൌ ૟ ് ૙  اذن:  

ଵݔ ൌ
|஺భ|

|஺|
ൌ

อ
ହ ଵ ଶ
ଵହ ଷ ଼
ଶଵ ଷ ଵଵ

อ

଺
ൌ

ଵଶ

଺
ൌ ଶݔ                2 ൌ

|஺మ|

|஺|
ൌ

อ
ଵ ହ ଶ
ଵ ଵହ ଼
ଵ ଶଵ ଵଵ

อ

଺
ൌ

ି଺

଺
ൌ െ1                   

ଷݔ ൌ
|஺య|

|஺|
ൌ

อ
ଵ ଵ ହ
ଵ ଷ ଵହ
ଵ ଷ ଶଵ

อ

଺
ൌ

ଵଶ

଺
ൌ 2 

ࢄ    :ومنه حل الجملة ھو ൌ ൭
૛
െ૚
૛
൱  

 : طريقة استعمال المقلوب

ܺ: فيعطى الحل بالشكل التالي Aنقوم بحساب مقلوب المصفوفة   ൌ .ଵିܣ ܾ 

൝        :حل الجملة التالية :-4-مثال

ଵݔ ൅ ଷݔ ൌ 1
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2
ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 3

يمكن كتابة ھذه الجملة على الشكل إذن      

 :التالي

ܣ ൌ ൭
1 0 1
1 1 1
0 1 1

൱      ,        ܺ ൌ ൭

ଵݔ
ଶݔ
ଷݔ
൱      ,         ܾ ൌ ൭

1
2
3
൱     
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ଵିܣ: فنجد ૚ି࡭: نحسب أولا ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱ ومنه حل الجملة ھو:  

ܺ ൌ .ଵିܣ ܾ ൌ ൭
0 1 െ1
െ1 1 0
1 െ1 1

൱ . ൭
1
2
3
൱ ൌ ൭

െ1
1
2
൱                                                             

  :طريقة غوص  

 .ھي مصفوفة مثلثيه سفلية أو علوية Tحيث  T.bإلى الشكل  A.bتعتمد ھذه الطريقة على تحويل الشكل  

 :حل الجملة الخطية السابقة :-5-مثال

ܣ ܾ ൌ⁄ ൭
1 0 1
1 1 1
0 1 1

อ
1
2
3
൱

ሺଶሻିሺଵሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ൭

1 0 1
0 1 0
0 1 1

อ
1
1
3
൱
ሺଷሻିሺଶሻ
ሱۛ ۛۛ ሮ൭

1 0 1
0 1 0
0 0 1

อ
1
1
2
൱ ⇒ ൝

1. ଷݔ ൌ 2
1. ଶݔ ൌ 1

1. ଵݔ ൅ 1. ଷݔ ൌ 1
⇒ ܺ ൌ ൭

െ1
1
2
൱ 
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  الفصل الخامس

 القيم الذاتية والأشعة الذاتية

ܣ  ሺ مصفوفة   Aلتكن  : تعريف ൌ ሺܽ௜௝ ሻ ∈   ௡.௠ሻܯ

  :بحيث  يكون  λوجد العدد   إذا Aللمصفوفة   الذاتي بالشعاعيسمى     X ≠ 0الشعاع 

A X  =   λ. X                           (1) 

    X ≠ 0  للشعاع الذاتي الموافق  Aللمصفوفة   الذاتية ةبالقيم  λويسمى  

  :على الشكل التالي  X  الشعاع يكون أن يمكن

┴  1 , , nX X =X  

,1حيث   , nX X   أنومعنى  الشعاعتسمى بمركبات  X ≠ 0      ھو انه يوجدX ≠ 0     لبعض قيم  

i = 1 , 2 , …, n 

  :ةملاحظ

ولتوضيح ذلك نفرض انه  ذاتيتينلقيمتين  موافقا يكون  Aللمصفوفة    X ذاتي شعاعلاحظ انه لا يوجد ن 

   λ2 λ1 ≠ حيث    λ2 λ1 ,توجد قيمتين 

 : أنأي 

A X = λ1 X , A X = λ2 X , λ1 ≠ λ2 ⇒ λ1 X = λ2 X  

   ⇒  (  λ1 -  λ2  )   X  =   0   ⇒  X  =  0    ) وھذا مستحيل(  

:لمعادلة المميزة ا   

   A X  =  λ X  =  λ In X    أننعلم )  1( من المعادلة  

نحصل   فإنناھي مصفوفة الوحدة     In   ( و n,n )  النمطمصفوفة من    A=( aij)
  
  

:على    X  =  0 ( A  -  λ  In ) :   الشكلعلى  أو      
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൭
aଵଵ െ λ ⋯ aଵ୬

⋮ ⋱ ⋮
a୬ଵ ⋯ a୬୬ െ λ

൱൭

xଵ
⋮
x୬
൱                      (2) 

:كان إذاوبالتالي نحصل على جملة معادلات حيث تملك حل    

อ
ܽଵଵ െ ߣ ⋯ ܽଵ௡

⋮ ⋱ ⋮
ܽ௡ଵ … ܽ௡௡ െ ߣ

อ ് 0                                      (3) 

:أي   λ  يكثير حدود ف (3) يھ        بالتالي العلاقةو  

  n n-1 n-2
n 1 2 n-1 nf λ  = Α - λΙ = λ  + C λ  + C λ  + …… + C λ + C           

 a i jتكون كل منھا كثير حدود في العناصر        C1  ,  C2  , …….. , Cnحيث 

                                              نعتبر المعادلة   nf λ  =  A - λ Ι  = 0 

     nو ھذه المعادلة من الدرجة    وتسمى بالمعادلة المميزة للمصفوفة  

,λଵو  λଶ, …………… , λ୬     

  .القيم الذاتيةبتسمى  

 مثال-1- :

اوجد المعادلة المميزة للمصفوفة           

                       ൭
2 െ1 1
െ1 2 െ1
1 െ1 2

൱                                                          

1     ستنتجثم ا ةھذه المصفوفة تحقق معادلتھا الذاتي أنواثبت  

 3

2 1 1

1 2 1

1 1 2


 



  
       
   

    الحل :           
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   3f λ = Α-λΙ : المعادلة المميزة ھي    

2 1 1
3 21 2 1 6 9 4 0

1 1 2


   



  
         
                    (1)   

  :تحقق معادلتھا الذاتية نبرھن أن    Aالمصفوفة   أن ولإثبات

3 2- 6 -9 4 0        

                             

2 3

6 5 5 22 21 21

5 6 5 , 21 22 21

5 5 6 21 21 22

    
             
         

وبالتعويض عن     
2 3, , ,       نجد:  

ଶܣሺെܣ   ൅ ܣ6 െ ሻܫ9 ൌ െ4ܫ ⟹ ሺെܣଶ ൅ ܣ6 െ ሻܫ9 ൌ െ4ିܣଵ   

            :ومنه نجد أن 
1 2

3

3 1 1
1 3 9 1

1 3 1
4 2 4 4

1 1 3



 
          
  

  

     :معناه
1

3 1 1

4 4 4
1 3 1

4 4 4
1 1 3

4 4 4



  
 
    
 
 
  

  

  



42 
 

  :-2-مثال

      : الذاتية للمصفوفة  الأشعةاوجد القيم الذاتية و 

8 6 2

6 7 4

2 4 3

 
     
  

  

  : الحل

  : ھي  المميزةالمعادلة    

(1)                    
3

8 6 2

6 7 4

2 4 3


 



  
        
   

  

3 21 8 4 5 0

( 3 ) ( 1 5 ) 0

  
  
   

          

  : ھي    القيم الذاتية للمصفوفة     ومنه

1 2 30 , 3, 15      

   : أنأي    الشعاع الذاتيھي مركبات     x , y , zولنفرض  

1عندما يكون    0    نحصل على:  

8 -6 2 x 0

-6 7 -4 y = 0

2 -4 3 z 0

     
     
     
          

  

  :  وبالتالي نجد الجملة

൝

ݔ8 െ ݕ6 ൅ ݖ2 ൌ 0
െ6x ൅ 7y െ 4z ൌ 0
2x െ 4y ൅ 3z ൌ 0
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  :أو تملك عدد لا نھائي من الحلول لأن  لا تملك حل  وعليه فھذه الجملة

 อ
8 െ6 2
െ6 7 െ4
2 െ4 3

อ ൌ 0  
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  2017/2018: العام الدراسي      - 02-مقياس الرياضيات  –الثاني  امتحان السداسي

Թمجموعة جزئية من  H   :)نقاط 6(الأولالتمرين 
ଶ

  :حيث 

 

ܪ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ Թଶ/  ݔ ൑ 0 ሽ 

Թفضاء شعاعي جزئي من  Hھل  -1
ଶ

 . 

   v,wتركيب خطي للشعاعين   cحتى يكون الشعاع  kأوجد العدد الحقيقي  -2

 c ൌ ሺ1,െ2, kሻ , v ൌ ሺ1,1,1ሻ , w ൌ ሺ1,2,3ሻ  

A : حيث   A لتكن المصفوفة  :)نقاط8(التمرين الثاني ൌ ൭
0 0 1
1 0 3
1 1 0

൱    

௧ܤ: حيث    Bالمصفوفة لتكن     ൌ 4.     ௧ܣ

 .   det ሺBሻأحسب  - 1

ଷܣ : حيث  ∝أوجد العدد الحقيقي  - 2 െ ∝൅ܣ4 ଷܫ ൌ 0ଷ  

 . Aିଵقابلة للقلب ثم أوجد  Aاستنتج أن  - 3

.Aحل المعادلة   Aିଵعمال باست - 4 X ൌ b  حيث: 

 ܺ ൌ ቆ
ݔ
ݕ
ݖ
ቇ   , ܾ ൌ ൭

െ1
െ2
3
൱  

 التمرين الثالث (6نقاط):   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 

݂ ∶   ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ4 ݔ െ  ሻݕ2

, ሺ݂ሻ݉ܫ:  عين  - 1  .   ሺ݂ሻݎ݁݇

, ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀:   أحسب - 2   ሺ݂ሻݎ݁݇ ݉݅݀
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  : ملحق

  :التمرين الأول

vଵھل الأشعة  - 1 ൌ ሺെ1,1,1ሻ, vଶ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ , vଷ ൌ ሺ1,1, െ1ሻ   مستقلة خطيا 

݀  : ھل الشعاع - 2 ൌ ሺ1,1, െ1ሻ   ھو تركيب خطي للأشعة: 

c ൌ ሺ0, െ4,െ2ሻ, b ൌ ሺ2,െ1,0ሻ , a ൌ ሺ1,0,1ሻ   

  :التمرين الثاني

A: حيث    Aلتكن المصفوفة  ൌ ቌ

∝

ଶ
െ1 െ1

2 െ2 0
1 2 ∝ െ2

ቍ      عدد حقيقي   ∝و.  

ܤ: حيث    Bأوجد المصفوفة  - 5 ൌ  .  ܣ2

 .   det ሺAሻوأستنتج     det ሺBሻأحسب  - 6

 .قابلة للقلب  Bحتى تكون  ∝أوجد قيم  - 7

ൌ∝ من أجل  Bିଵأوجد المصفوفة  - 8 0 .  

  :التمرين الثالث

: حيث  ليكن التطبيق التالي   

݂ ∶   ଶܴܫ →  ଶܴܫ

ሺݔ, ሻݕ ⟼ ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ሺ2ݔ െ ,ݕ4 ݔ െ  ሻݕ2

 .بين أنه خطي - 3

, ሺ݂ሻ݉ܫ: عين كلا من  - 4  .   ሺ݂ሻݎ݁݇

, ሺ݂ሻ݉ܫ݉݅݀أحسب كلا من   - 5  .ሺ݂ሻݎ݁݇ ݉݅݀

  .متباين وھل ھو غامر ݂ھل  - 6
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  :الرابع تمرينال

,ܽعين كلا من   ܾ, ,ሺ1التي من أجلھا يكون   ܿ െ1, 2ሻ  حلا للجملة  

 ൝
ݔܽ ൅ ݕܾ െ ݖ3 ൌ െ3
െ2ݔ െ ݕܾ ൅ ݖ ൌ െ1
ݔܽ ൅ ݕ3 െ ݖܿ ൌ െ1

  

  :الخامس تمرينال

Aلتكن المصفوفة   ൌ ൭
2 0 1
0 2 1
2 െ1 0

൱    و المصفوفةB ൌ ൭
3 െ1 െ1
2 0 െ1
െ2 1 4

൱   

ଶܣ بحيث يكون    ܽأوجد قيمة العدد  - െ ܤܣ ൅ ଷܫܽ ൌ   . ܣوأستنتج معكوس 0

   :السادس تمرينال

൞    :اليةجوردان لحل الجملة الت - استخدم طريقة غوص

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ2 ൅ ݐ ൌ 11
ݔ ൅ ݕ2 ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 9
ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ2 ൌ 6
ݔ2 ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ ݐ ൌ 14

  

  :التمرين السابع

ቐأوجد حل الجملة       

ݔ ൅ ݕܾ െ ሺܾ െ 1ሻݖ ൌ ܾ ൅ 1
ݔ3 ൅ ݕ2 ൅ ݖܾ ൌ 3       

ሺܾ െ 1ሻݔ ൅ ݕܾ ൅ ሺܾ ൅ 1ሻݖ ൌ ܾ െ 1
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