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Filiére : Mathématiques

Toutes les spécialités (Epreuve commune)

Epreuve de : Algebre Linéaire

Exercice 01 (6pts) Soient E un espace vectoriel et u, v, f, g quatre endomorphismes de E qui deux &
deux commutent, et vérifient uo f + vo g = id.

1. Montrerque: Kerf NKerg ={0} et E =Imf +Img.
2. Montrer que: Ker(f o g) = Kerf @ Kerg et Im(f ¢ g) = Imf N Img.
3. Onsupposedeplusque fog =0.
Montrer que: E = Kerf @ Kerg = Imf @ Img, Kerf = Img, Kerg = Imf.
Exercice 02 (7pts)
Soient a, b € R tel que |a] # |b|. On considére la matrice carrée de taille 2n suivante :
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1. Calculer le rang de 4. En déduire que si n > 1, alors 0 est une valeur propre de 4 et déterminer
la dimension du sous-espace propre associé.
2. Déterminer deux vecteurs propres associés a deux autres valeurs propres. En déduire que 4 est
diagonalisable.
Exercice 03 (7pts)
Notons R[X]; I'espace vectoriel des applications polynomiales de degré inférieur ou égal a d.
Dans ce qui suit les coordonnées seront relative a la base canonique B, de R[X]; .
Soit f I’application de R[X], dans R[X]; qui & une application polyndmiale P associe sa dérivée

ve - que I’application f est linéaire.
matrice de f dans les bases B, et B;.
r hnémte de R[X]; dans n[xl, définie par g(P)
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Spécialité : o) timisation et controle

Epreuve de ; Optimisation

Exercice 1 (4 pts) :
Le probléeme i e YA
F" des moindres carrées linéajre consiste 4 minimiser la fonction f: R™ — R définic
par: f(x) = [|Ax — b||2,
Ou ||. || désigne L , :
| gne la norme euclidienne canonique sur R”, A une matrice réelle de taille (m,n) et b € R™.

it [‘)nnner les expressions du gradient et de la matrice hessienne de f.

2. En considérant la décomposition du vecteur b suivant F et FL ou F = Im(A) = {Ax, x € R"},
montrer que f admet an moins un point critique.

3. Montrer que f est convexe =t déduire que /" admet au moins un minimum.

s
Exercice 2 (6 pts) : ‘
Soit le programme quadratique suivant.:
min f(x) = 9x{ + 6x2 — 4x,x, — 60x, — 20x,
X1 + 2X\<bH = . b

P
(P) X +4x, <8
xy =0, 520

1. Montrer que le probléme (P) admet une solution unique x*.
2. Etudier la qualification des contraintes. '
3. Trouver le dual de (P).
4, En utilisant la méthode de Dantzig, déterminer la solution x* du probléme (P) et donner la
valeur minimale.
Exercice 3 (10 pts) :

Soit R™ muni de son produit scalaire usuel (.,.) et de la norme euclidienne ||. || associée.

On considére l'ensemble Q = {x € R", [|x]| < 1} et la fonction :
fa:Q— R
x> f,(x) = =In(1 - [Ix]*) + (a,x), a€R"

1. Montrer que f;, est strictement convexe sur (2.
2. Soit le probléeme d'optimisation :
min f a (x)

(Pa){ x€Cp '

o, = {x ERY |lxll <= et (a,x) < 0}.

L N =Y

i. Résoudre (F,), poura = 0

ii. Résoudre (P,).powra#0
-



