R
tr-"-“ H-#‘J gl H"-'“ 5,059

rs i"agﬁtﬂ‘ﬂal d’accés au Doctorat au titre de I'année 2022-2023

Filiére : Mathématiques

Toutes les spécialités (Epreuve commune)

Epreuve de : Algebre Linéaire

Exercice 01 (6pts) Soient E un espace vectoriel et u, v, f, g quatre endomorphismes de E qui deux &
deux commutent, et vérifient uo f + vo g = id.

1. Montrerque: Kerf NKerg ={0} et E =Imf +Img.
2. Montrer que: Ker(f o g) = Kerf @ Kerg et Im(f ¢ g) = Imf N Img.
3. Onsupposedeplusque fog =0.
Montrer que: E = Kerf @ Kerg = Imf @ Img, Kerf = Img, Kerg = Imf.
Exercice 02 (7pts)
Soient a, b € R tel que |a] # |b|. On considére la matrice carrée de taille 2n suivante :
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Bag b g 2
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B . )

1. Calculer le rang de 4. En déduire que si n > 1, alors 0 est une valeur propre de 4 et déterminer
la dimension du sous-espace propre associé.
2. Déterminer deux vecteurs propres associés a deux autres valeurs propres. En déduire que 4 est
diagonalisable.
Exercice 03 (7pts)
Notons R[X]; I'espace vectoriel des applications polynomiales de degré inférieur ou égal a d.
Dans ce qui suit les coordonnées seront relative a la base canonique B, de R[X]; .
Soit f I’application de R[X], dans R[X]; qui & une application polyndmiale P associe sa dérivée

ve - que I’application f est linéaire.
matrice de f dans les bases B, et B;.
r hnémte de R[X]; dans n[xl, définie par g(P)
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I xercice 1 (6 pts):'

Soit H = L%(0,1] et T : H — H définie par

Tf(e) = [ (o~ (0t

1) Montrer que ||T°

< 1 et que pourn > 1, :
@ (w Y t)(?n«l)

i i) = [LE0 g \/
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Indication: (I —71)™" = n§0T" si |7 < 1.

IExercice 2 (6 pts):l

~ Soit H un espace Hilbertien ¢t A un opérateur linéaire continu tel que: [|Al| < 1.

E=i{re H: Az =z},

E est un s;)ua-espwe vectoriel fermé de H.



a formulation variationelle du (P), c’est A dire trouver un espace vectoriel H ( ainsi
i aire), une forme bilinéaire a : HxH —» R et une forme linéaire L : H —» R
orte que toute solution u de (P) satisfasse la formulation variationnelle suivante

t

(Py) Trouver u € H,
Y7 a(uyv) = L(v),Yv e H.
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