cosxT — r
1—2rcosz + r2

‘vMontrcr que g'(r) =

et calculer g(r) pour r €] — 1, 1[."
En déduire:

™ +oo T oan
I=/ ln(1—2rcosw+r2)dw=_2§ (/ de);
— n

n—i 7 L4k

ainsi que la valeur de l'intégrale 1.
Exercice 2 (Analyse) :(03pts)

1. Montrer que les intégrales generahsees suivantes sont convergente

b4
@,
SAHLAMARL A S
2. Montrer-quie ==, puis.calculer la'valeuhe de 22.) = 25 ) J_LA,QL\%

3. En déduire la valeur de 'intégrale K = f

t“+1)
Exercice 3 (Algebre): (10pts) Soit 72 un entier naturel, un pol

ynome de Tchebychev est le polynome noté
T,, tel que

VO € R, T,(cosB) = cos(nb).

1. Existence et unicité:

(a) Montrer I'existence et I'unicité des polyndmes de Tchebychev dans R[X].
(b) Ecrire T;, 11 () en fonction de T}, (z), T, ~1(x) et de z.
(c) Donner Ty, T, , T et T,

2. Donner le degré de T;,, le coefficient dominant et les racines de g "

3. On définit le produit scalaire sur R,,[X], m > 0 par

1
<PQ@>= [ PE)Q@)——ds, P,QeR,X]

(a) ‘Donner suivant les valeurs de m’, n le produit scalaire < T}, T}y >.

(b) En déduire que la famille des polynomes de Tchebychev de degre mfeneu o
e base de R,,.[X ]
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Exercice 1 [07pts] (I). Soit (X, A4, /) un espace mesuré et f une fonction définie de X dans R et

vérifiant
J e er(x, M) N LP2 (X, M) avec py et p, deux réels tels queli<ip; < pa < 00!

a) Mon.trer que pour tout p € [py, p,], |f(x)|? S [ F@)P + | f(x)|P2, Ve € X (On pourra
considérer deux cas : [f(z)] < 1et [f(z)] > 1). Déduire que Vp € [p1,p2], f € £P(X, K)

b) On considére Ia fonction ¢ : [P1,p2] — R4 définie pour tout p € [P1, 2] par p(p) =
fX lf(:v)l”du. En utilisant le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue, montrer que @

est continue sur |py, p,|.
B(R)) qui vérifie n(]0,+o00[) > 0, B(R) étant la tribu

(I). Soit 7 une mesure positive sur (IR,
le. Montrer qu’il existe deux réels strictement positifs a < b

borélienne engendrée par la topologie usuel

tels que 7([a, b]) > 0.
Exercice 2 [OSpts] (I). Soit (f,),, une suite de fonctions définie sur R par f,(z) = THas3* Montrer

que (fn,) converge dans D’(R) vers une distribution, que l'on déterminera.
(II). Considérons Ia forme linaire T : C5°(R) — R donnée par:

T:@HS%@(%)*SO(_%)).

1. "Montrer que T' €t une distribufion d’ordre 1.
1
2. Montrer.que le support de 7" est\§ = {0} U {E’ k& Z*}.

Indication pour I'exercice: Rappelons que pour ¢ € CS°(R), par la formule de Taylor, on peut écrire

o(x) = p(0) + x(x), avec ¢ € C>°(R) donnée par ¢(x) = JOI @' (tx)dt.
Exercice 3[08pts| (I). On considére I'équation différentielle (E) suivante

(E) y'(t) = (1 — y(t))%, pour tout ¢ > 0.
Montrer que toute solution de I'équation (E) est une fonction croissante.

2. Chercher les solutions constantes de I'équation (E).

Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer quel'ona 0 < y(t) < 1 pour tout

i t > 0. (Indication: On admettra que les graphes de deux solutions distinctes ne se coupent pas et
on pourra s’aider d’un dessin. )

4. Considérons la solution y telle que y(0) = 0. Montrer que tg?my(t) := £ existe. Puis, en
admettant gue t_ljirnoo y'(t) = 0, déterminer £.

5. Calculer la solution lorsque y(0) = 0, lorsque y(0) = 1 et lorsque y(0) = 2. Dans chacun de

ces cas établir I'intervalle maximal d’existence.
i ; ¢ rifiant
IT). Soit a et b deux réels strictement positifs, et f : [—a,a] X [—b,b] — R continue et vérifian

. 5 2 0
el it >0, f(t,x)> 0site <0, , : : ‘
Mor;trer que la fonction nulle est 'unique solution de I’équation y’ = f(t,y), ot y est a valeurs dans R

et telle que y(0) = 0.



