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Preface

Dans ce polycopié nous présentons aux étudiants de licence L3 de 3™ année la
théorie de la mesure et de l'intégration. Cette premiere version du polycopié a été
élaborée avec beaucoup de détails et clarté, incluant les méthodes et techniques
constructives et concises. Beaucoup de passages laissés pour compte au lecteur
dans diverses références standards sur le sujet ont été développé dans ce cours.
Notre raison principale dans ce contexte est de démystifier un peu pour le lecteur
quirencontre cette théorie pourla premiere fois, 1€ coté purement abstrait comme
il est présenté dans certaine références ; pourtant de niveau académique, cependant
de notre expérience durant quelques-années avec les étudiants, ces dernicres res-
tent inaccessibles, et créent ce que 1'on appelle dans notre jargon « le complexe
de Sésame » . Comme exemple certains recueils traitent directement le sujet d'une
facon générale dans RY . Alors que, la présentation de la dite théorie dans R néces-
site considération a cause de certains concepts fondamentaux de l'analyse réelle
et moderne comme la théorie des ensembles, la topologie et les séries trigonomé-
triques qui sont revues et exposés pour la premiere fois. Nous avons donc suivi
cette ligne de direction tout en respectant le programme inhérent au module et éla-
boré au niveau national. Nous exposons progressivement les chapitres et sections
du dit programme comme indiqué ci-dessous :

Sommaire :
Chapitre 1 : Tribus et mesures

- Rappels sur la théorie des ensembles.
- Algebres et tribus.
- Mesures positives, probabilité.



- Propriétés des mesures, mesures extérieurs, mesures completes.
- La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.

Chapitre 2 : Fonctions mesurables, variables aléatoires

- Fonctions étagées.

- Fonctions mesurables et variables aléatoires.
- Caractérisation de la mesurabilité.

- Convergence p.p et convergence en mesure.

Chapitre 3 : Fonctions intégrables

- Intégrale d'une fonction étagée positive.

- Intégrale d'une fonction mesurable positive.

- Intégrale d'une fonction mesurable.

- Comparaison de l'intégrale de Lebesgue avec l'intégral de Riemann.
- Mesure et densité de probabilité.

- Convergence monotone et lemme de Fatou.

- L'espace L! des fonctions intégrables.

- Théoréme de convergence dominée dans L?.

- Continuité et dérivabilité sous e signe somme.

Chapitre 4 : Produit d'espaces mesurés

- Mesure produit, définition.
- Théoreme de Fubini et conséquences.

Le choix de deux séances de cours par semaine et d'une séance de travaux

dirigés n'est pas fortuit, cela refléte le fait que le sujet que traite cette unité fon-
damentale indispensable est a la base et la source des fondements de 1'analyse
mathématique moderne qu'elle soit réelle ou fonctionnelle. Les différents aspects
des options, algebre- analyse- probabilité statistique, en dépendent principalement.
Notons enfin, que ce polycopié ne représente nullement la copie élaborée et finale.
Nous gardons cette tache ouverte, afin de développer progressivement ce cours

avec la participation des étudiants.

©-2015

A. Abdessemed
Septembre 2015.

A.Abdessemed/Mesure-Integration



Rappels sur les ensembles et applications

1.1 Préliminaires sur les concepts et définitions

Le concept d'ensemble résume en général une collection d'objets, de groupe-
ment ou de classe d'objets. Ces objets sont appelés les éléments de I'ensemble. Un
ensemble E est bien défini si on a un critere claire qui permet d'affirmer si un objet
a appartient ou non a E.

(a €E)V(a&dE)

Pour éviter les paradoxes-de la théorie des ensembles (paradoxes de-B:Russell),
nous convenoens qu'un €tre mathématique ne peut pas étre.a la fois un ensemble
et un-€lément de cet ensemble, donc d'écrire.a € a: La-collection’detousles-en-
sembles n'est pas un ensemble. L'ensemble de tous les ensembles est une assertion
paradoxale (B.Russell). Nous commencons par définir les propriétés usuelles sur
les ensembles, nous avons :

ECF<— Vx(x€E=x€F)
E=F<= (ECF)AN(FCE)

E#F<=> (E¢F)V(FZE) <= 3x(x€E,x¢F)V(x€Fx¢E)

Sur un ensemble E, souvent appelé Référenciel, 1'inclusion définie une relation
d'ordre partiel. Rappelons les inclusions des ensembles usuels :

NCZcCQcCR
Le complémentaire d'une partie A de E est noté :
CekA=ENA=E—-A

3



4 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

on a immédiatement,
B=CA<=>A=CiB; C; (CkA) =A; CGE=@; C;@ =E

I'ensemble des parties de E est noté & (E). Nous convenons que les ensembles
sont notés par des lettres capitales, les élément d'un ensemble par les lettres mi-
nuscules. Ne pas confondre que & (E) est une classe ou famille d'ensembles, c'est
a dire un ensemble d'ensembles. Nous convenons particulérement pour les classes
d'ensembles de noter leurs éléments par des lettres majuscules, c'est une exeption
que nous admettons. Cela nous permet de distinguer entre les classes, les éléments
d'une classe et les éléments d'un élément d'une classe. Résumons cela en notant
que :

[1]:ACE<—=Aec#(E)
[2]:a €E < {a} CE < {a} € # (E)
[3]:VE, o€ ?(E) ,Ec 2 (E)

Pour l'intersection, on a la définition courante :
x€ENF<= (x€EAx€EF)

les opérations de réunion et d'intersection sont associatives, chacune est distribu®
tive par rapport a l'autre ;

AN(BUC)=ANB)UANC)
AUBNC)=(AuB)N(AUC)
ANA=A; ANG=0; AUA=A; AUZ=A

Toutes ces propriétés sont déduites a partir des définitions de l'intersection et de la
réunion. On démontre aussi les propriétés suivantes, dites lois de De-Morgan,

Cs(AUB) = (CzA) N (CgB)
Cy(ANB) = (CzA) U (CgB)

Généralement, lorsqu'on est muni d'un référentiel E, C;A est noté CA ou simple-
ment A, les définitions deviennent,

E-A=ENC,A=CA=A

on peut aussi définir la différence entre deux ensembles E et F arbitraires, donnée
par,
E—-F=E—-(ENF)={x/x€EAXx¢F}

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



1.1 préliminaires sur les concepts et définitions 5

donc il faut bien distinguer si on est en présence d'un référentiel ou non. Si A et B
sont des éléments de & (E), donc en présence d'un référentiel, alors,

B—-A=BNC,A=BNA

Soient A et B deux ensembles, le produit Cartésien de A et B est I'ensemble des
couples (x, y) défini par,

AxB={(x,y) /x€AANy €B}
dans l'ensemble A X B on a,
(x,y)=(x"y)= (x=x"Ay=y")
(6, y) #(x,y) = (x#x'Vy #Y')

ne pas confondre cependant, (x,y) € AX Bet {x,y} € # (AUB), en général
on a aussi la non commutativité du produit cartésien A X B # B x A. Quelques
propriétés usuelles sont,

(A CAAB'cB) = (A xB'CAXB)
(C£@,AXC=BxC)=>A=B

AXB=g <= (A=23VB=0)
AX(BNC)=((AxXB)NAxC)
AX(BUC)Y=(AXB)UAXC)

de la méme fagon sont définis les triplets (x, y,z) et les produits a l'ordre n € N,
de l'associativité on peut écrire,

AXBXC=(AxB)xC=Ax(BxC)

en particulier, on a les notations, AX A= A2, AX Ax A= A3 et ainsi R, R®>, R",n €
N. Revenons maintenant aux ensembles dans lesquels on défini aussi 1'opération
dite différence symétrique,

AAB =(A—B)U(B—A)
quelques propriétés sont,

[1]:AMA=Q
[2] : AAB =AAB
[3] :AA(BAC)=(AAB) AC associativité

Dept-Maths/Univ-Mentouri-Constantine



6 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

On aura aussi besoin par la suite des réunions et intersections quelconques d'en-
sembles, pour simplifier nous considérons d'abords les cas finis définis par,

_GlAi ={x€E/3,1<i<n,x <€A}
l:

.rnwlAi ={x€E/x€A V1<i<n}
=

et dénombrables définis par,

UA= UA,={x€E/IneN* ,x€A,}
n=1 neN*
nA :nQ\I*A”: {x€E/VneN*,x€A,}

Les propriétés de distributivité deviennent,

neN

BN (HSNA") = U (BNA,)

Bu(mAn): N (BUA,)

neN neN

les lois de De-Morgan aussi,

U
neN neN neN neN

An:C(UAn): N.(CA,) = NA,

ﬂAnzc(ﬂAn)z UACA,) = UA,

neN neN neN neN

1.2 Ensembles et applications

Soient A et B deux ensembles arbitraires, une application f de A dans B est
par définition une correspondance qui a tout élément x de A fait correspondre un
élément unique y de B. Les applications sont souvent appelées fonctions. Soit,

- E—F
Cx—y=f(x)

une application de E dans F et A un sous-ensemble de E. L'image de A par f est le
sous-ensemble de F défini par,

fA)={yeF/IxeA, y=f(x)}
={f(x)eF/x €A}

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



1.2 ensembles et applications 7

pour I'ensemble tout entier, f (E) est appelé image de f. Si B est un sous-ensemble
de F, l'image réciproque de B par f est défini par,

fB)={x€E/f(x)€B}
parmi les propriétés de base des applications nous avons les suivantes,

[1]:AcB=>f(A)C f (B) (1.1
[2]: f(AUB)=f (A)Uf (B)
[3]:f(ANB)C f (AN f(B)

[4]:Ac 7 (f (W)

cela étant pour I'image directe ; pour 1'image réciproque on a,

1]1: XcY=f'X)cf (V) (1.2)
2] fTTXUY)=FTT XU fTHY)

3: X NY)=FTT XN fTH(Y)
a:f(f'()cy

les sous-ensembles A;B,X,Y sont respectivement dans Eret F Nous laissons les
démonstrations de ces propri€tés comme exercices;.elles sont déduites des défi-
nitions données plus haut des images directes et réciproques. On retrouvera beau-
coups-de détails sur les ensembles et les applications-dans'les recueils standards
d'analyse-et d'algébre de premiére année. Une application f de E sur F est bijec-
tive si elle est a la fois surjective et injective ; dans ce cas on dit que E et F sont
équipotents et possédent le méme cardinal. Soit une bijection f de E sur F alors
Vy € F, I'équation f (x) = y admet une solution unique, de ce fait une bijection
est exprimée par,

[
[
[
[

VyeF,dx€eE/y=f(x)
si f est une bijection alors la fonction réciproque f ! existe et est aussi une bijec-
tion :
-1

ELr F—E
VxeE,VyeF,(y=f(x)e=x=f"(y))

Rappelons aussi que la composition (g o f) de fonctions est associative mais non
commutative avec la propriété suivante,

Proposition 1.2.1 Soient f et g deux applications définies respectivement de A
dans B et de B dans C, alors

Dept-Maths/Univ-Mentouri-Constantine



8 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

1. Si f et g sont surjectives (resp injectives) alors (g of ) est surjective (resp
injective).

2. Si f et g sont des bijections alors (g o f) est une bijection, en particulier,
_1 _ _
(gof) =fTog™
On a le diagramme,
ALt
A—> g of — C

Dans la théorie de la mesure et de I'integration on utilise souvent les familles d'en-
sembles finies et dénombrables, dans certaines situations on rencontre des reunions
et intersections non-dénombrables. De ce fait les propriétés des applications don-
nées dans les équations 1.1 et 1.2 restent valables pour les collections arbitraires
d'ensembles, finies, dénombrables ou non ; comme exemple on a,

s (A = uf ()
2):/ (o)< 0F ()

et aussi,

1 (B )= 0 (B
21:67 (0B = 07 ()

les suites d'ensembles {A, } et {B,} étant respectivement dans E et F. Notons aussi
que les assertions strictes dans les propriétés 1.1 et 1.2 sont formelles, les iden-
titées ou égalités sont obtenues uniquement sous certaines conditions, que nous
résumons i¢i ;

[a] :VAe @ (E), 7' (f (A)) =A< f estinjective

[b]:VBe @ (F), f (f‘l (B)) = B < f est surjective

[c]:VABe® (E), f(ANB)=f(A)Nf (B) < f estinjective
]:

[d]:VYAe®@ (E), f (Z) = f (A) < f est injective

Nous recommondons pour une littérature extensive sur les ensembles et applica-
tions les références standards d'algébre et analyse de premiére année.

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



1.3 les limites supérieures et inférieures 9

1.3 Les limites supérieures et inférieures

On utilise souvent en théorie de la mesure et intégration les symboles (4+00)
et (—o00), qui représentent des mesures infiniment grandes, orientées positivement
ou négativement. On rencontre ces symboles dans les ensembles non-bornés, via
I'évaluation des bornes supérieures et inférieures infA et supA; dans les suites et
series numériques divergentes et les fonctions non-bornées. En mesure on ren-
contre les ensembles de mesure infinie. Beaucoup de résultats fondamentaux de
cette théorie restent valables pour cette classe d'objets, fonctions et ensembles, ex-
primant un comportement infiniment grand. Pour ces raisons la droite numérique
RR est étendue a la droite achevée R. Donc, R est le corps totalement ordonné Ar-
chimédien et complet R, auquel on a associé les deux élément (+00) et (—o0),
avec les propriétés suivantes,

[1]:Vx€ER; —00 < x <400
[2] : Vx €R; x + (Foo) =(F£o0)+x =£00
[3]: (£00) + (F£oo) = to0
[4] : (£00) X (F£00) =400, (F00) X (Fo0) = —00

+o00, x>0

[5]:x.(£o0) =(t0).x = 0,x=0
Foo, x <0

dans la relation [5] la définition de (£00).x=-0pour x = 0-est donnée dans
le sense algébrique et non analytique ! nous reviendrons sur ce détail au fur et a
mesure que nous avongons dans notre étude. La droite achevée R est muni de la
topologie ordinaire définie par les ouverts de la forme [—o0,a[,]a, b[,]b,+0]
et de leurs réunions. Cette derniere induit sur R la topologie ordinaire définie par

les ouverts de la forme ]—o00,a[, ]a, b[, ]b,+oo[ et de leurs réunions, finies dé-
nombrables ou non. Formellement on écrit,

R=[—00,4+00] =RU{4+00}U{—00} ; [a,+00] = [a,+00o[ U {400}

D'aprés ces définitions une suite numérique {x,}, ., monotone dans R est conver-
gente. D'aprés les résultats classiques sur les suites, on peut écrire,

[a] : {x,},cy croissante => lim x, =sup (x,) =1, [€R
n—>00 neN

[b]: {x,},cy décroissante => lim x, = inf (x,)=U,U€R
n—oo ne
les propriétés [a] et [b] expriment la convergence dans R.

Dept-Maths/Univ-Mentouri-Constantine



10 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

Définition 1.3.1 Soit {x,},. une suite d'éléments de R, la limite supérieure de
{x,} notée limx,, est définie par :

limx, = inf (?{1;13 (xk))

Si on pose,
Ypo=sup(x;) ,neN

k>n

alors { yn}neN est une suite d'éléments de R ; nous savons que,
AC B=supA<supB

de cette propriété nous déduisons que {y,} est une suite décroissante dans R.
D'aprés ce qui précéde elle est convergente dans R, donc, limx,, existe et limx, €
R. De la méme fagon, nous avons :

Définition 1.3.2 La limite inférieure de {x,} notée par limx, est définie par :

limx, =su (inf X
— neII\:T) k=n ( k)
Si on pese,
%, =dnf (x) \n €N
k=n
alors {2, }, . est une suite d'éléments de R ; comme,

AC B = infA > infB

pour ce cas on déduit que {z,} est une suite croissante dans R, en particulier elle
est convergente dans R ; d'ou limx,, existe dans la droite achevée et limx, € R. On
peut résumer cela en écrivant,

limx, = lim y, = infy,
n—o00 neN

limx, = lim gz, = supz,
n—>=a0 neN

Exemple 1.3.1 soit la suite définie par x, = sin (ng) , n € N. un calcul directe
donne :

ya=sup (x,) =1,Yn € N=> limx, = lim y, = infy, =1
k>n n—oo0 neN

de méme,

z, = inf (x;) = —1,Yne N=> limx, = lim 2, = supg, = —1
kzn n—>=0 neN

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



1.3 les limites supérieures et inférieures 11

Etablissons maintenant les quelques propriétés usuelles des limites supérieure
et inférieure ;

Proposition 1.3.1 Soit {xn} C R, une suite numérique, alors :

neN
limx, <limx,
Preuve. Pour tout n, m € N, soit k, > max(n, m), alors,

Xy, < Sup (xx)

et
Xy, Z inf ()

d'ou,
¥n,m €N; 3k, = max(n,m) /inf (xx) < x, < sup ()
=n k=m

nous déduisons,
Vn,m e N; inf (x;) < sup (x;)
kZTl kzm

pour l'indice n € N fixé, on a alors, de la définition de la borne inférieure,

inf (x) Ssup (x¢) , ¥YmeN

k>m
= inf-{xy) <dnf)|sup (x
b () < it (kZE ( k))
I'indice n € N étant arbitraire, alors,

inf (x;) <limx,, VneN
k>n
d'une maniére similaire, de la définition de la borne supérieure on obtient,

sup (Iglf (xk)) < limx,

neN =

ce qui établi le résultat. m

Proposition 1.3.2 Soient {x,} et {y,} deux suites dans R, alors :
1. limx, = —lim (—x,)
2. limx, +limy, < lim (x, + )
3. lim (x, +y,) <limx, +limy,

Dept-Maths/Univ-Mentouri-Constantine



12 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

Preuve. Des relations usuelles suivantes sur les bornes sup et inf,
sup (—x;) = —inf (x;) < inf (—x;) = —sup (x;)
an an an an

nous déduisons,

sup (inf (—xk)) =sup | —sup (x;) | = —inf | sup (x;)
neN \k=n neN k>n neEN \ k>n
= limx, = —lim (—x,)
cela établi [1], la démonstration de la propriété [2] repose sur la caractérisation

de la borne supérieure, nous la laissons comme exercice parmi la collection des
exercices a traiter ; pour [3] en utilisant les relations [1] et [2] nous avons,

li_m(_xn) +h_m(_yn) < li_m(_xn _.yn) =
_li_m (_Xn) - h_m (_.yn) = _li_m (_xn - yn) =
limx, +limy, > lim (x, + y,)
la preuve est compléte. m

Comme pour les bornes supérieure et inférieure, la caractérisations des limités
supérieure et inférieures existe aussi, nous avons les résultas suivants,

Proposition 1.3.3 (caractérisation de la limite supérieure) Soir {x,} GRiiie
suite réelle et | € R, alors :

[a]:Ve>0,IneN/VkeN,k>n= x; <l+¢
[b]:Ve>0,YneN,JkeN,k>n/"x>1l—¢

limx, =1 <

Preuve. Necessité, assumons que, limx, = [, alors :

neN

inf (y,) =1 avec y, =sup (x;)
k=n

de la caractérisation de la borne inférieure, on a,

Ve>0,InfeN/1<y, <l+e¢
= sup (x;) <l+e=>Vk>ny, x, <l+¢

kZTlO

donc,
V8>0,3n0€N, szn():}xk<l+8

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



1.3 les limites supérieures et inférieures 13

cela établit [a], d'autre part,

in£(y,)=l=>‘v’s>0,Vn€N, Y. >l—¢
ne

= sup(x;) >l—e=3Tk>ntelque x, >1—¢
k>n

et [b] est déduite. Réciproquement, d'aprés la propriété [a], on a :
Ve >0,3n, € Ntelque y, =sup (x;) <l+e
ano

nous déduisons,

inf [ sup (x;) | < sup (x) = Ve >0, limx, <l +e¢

neN \ k>n k>n,
epsilon étant arbitraire, un passage a la limite donne,

mxn <l

ensuite a partir de [b] on a,

Ve >0,VneN, dk>n/x;, >l—¢
= Ve>0,VneN, sup (xp) >1—¢

k=n
finalement; de-la définition de'la borne supérieure on déduit,

Ve >0, inf (sup (xk)) >l—¢

k>n
epsilon étant arbitraire, alors :
limx, > 1

cela achéve la démonstration. m
De la méme maniere, nous avons la caractérisation de la limite inférieure que
nous proposons comme exercice.

Proposition 1.3.4 (caractérisation de la limite inférieure) Soir {x,} C R une
suite réelle et | € R, alors :

[a] :Ve>0,IneN/VkeNk>n=x,>1—¢
lim (x,) =l <
[b]:Ve>0,VneN, dkeN, k>n/x. <l+¢

Dept-Maths/Univ-Mentouri-Constantine



14 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

Preuve. Exercice. m

Maintenant, moyennant les résultats précédents Prop1.3.3 et Prop1.3.4 on dé-
montre le résultat fondamental suivant ; que pour les suites convergentes dans R
les limites supérieure et inférieure existent et sont en effet identiques.

Proposition 1.3.5 Soir {x,} une suite numérique donnée, alors :

limx, =1, | € R <= limx, = lim (x,) =1

n—.oo

Preuve. Nécessité, lim x,, = [ implique ,
n—oo

V£>O,E|n€N/Vk2n=>|xk—l|<8
= l—-e<x. <l+e¢
=>l—e<linf(xk)§sup(xk)<l+8

zn k>n

= Ve>0,1l—¢<sup (inf (xk)) <inf (sup (xk)) <l+e
N szl N an

dans la derni€re ligne nous avons utilis€ Prop1.3.1, un passage a la limite quand
¢ —> 0.donne alors I'égalité. Réciproquement, assumons que limx,, = lim (x; 9=
[, d'aprés les Prop1.3.3 et Propl.3.4 de caractérisation on a,

limx, =1 =>Ve>0,In, €N/ Vk>n,= x, <l +e¢
limx, =1 = Ve>0,3n, €N Vk>n,=x;>l—¢

et en résumé,
Ve > 0,3dn, = max (ny,n,) €N / Vk > n, = |xk—l| <eg

cela exprime la convergence de {x,} et limx,=1. m
n—o0

1.4 Les limites sup et inf des suites de fonctions

Considérons le couple d'objets (X, 7), I'ensemble X étant arbitraire et T une
topologie définie sur X, le couple (X, 7) est appelé espace topologique. Une topo-
logie T est par définition une famille ou classe d'ensembles incluse dans & (X),
stable pour les intersections finies et les réunions finies dénombrables ou non. Les
¢léments de la classe T qui sont des sous-ensembles de X sont par définition ap-
pelés ensembles ouverts de X. Nous ne ferons point de 1'analyse situs ou topolo-
gie comme cette théorie le demande pour rester dans le programme de licence de
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1.4 les limites sup et inf des suites de fonctions 15

LMD. Cependant, certains concepts de base et fondamentaux de topologie sont
indispensables pour la théorie de la mesure et de l'intégration. Nous introduirons
ces derniers au fur et a mesure que nous avoncons dans notre analyse. Moyennant
I'exemple concret de la topologie ordinaire définie sur la droite réelle R que nous
définirons plus loin et que nous utiliserons souvent ; les définitions abstraites et
formelles des concepts topologiques deviennent de ce fait beaucoup plus souples
et intelligibles.

Définition 1.4.1 Soit (X, 7) un espace topologique et {f,(x)}, .y une suite de
Jonctions réelles définies sur X. La limite supérieure est définie par la fonction
f (x) = limf, (x) et la limite inférieure de {f, (x)}, o est définie par g(x) =
limf,, ().

Soit maintenant la fonction,
X —R
x — f (x)

Pour tout voisinage ouvert U de x,, on considére le voisinage ouvert perforé U\ {x,} C
X . On définit ensuite les éléments réels :

MIUNL61) & supd FIG) s /e ON fxo}}
m (UN {xo}) = in{f () 5 x € UN {xo}}

Définition 1.4.2 Les limites supérieures et inférieures de la fonction f au point
X, € X sont définies par,

Ef (x) =inf{M (UN\ {x,}) ;U €V (x,)}
lim f (x) =sup{m (UN\ {x,}) ;U € ¥ (x0)}

X—Xq

Telque ¥ (x,) est la famille de tous les voisinages ouverts du point x, dans
l'espace topologique X . Dans le cas concret de X = R, I'ensemble des réels est muni
de la topologie usuelle (ordinaire), dans laquelle la base de voisinages ouverts d'un
point x, € R est donnée par,

¥ (%) = {U,: r >0}
ou U, sont les voisinages ouverts de x, définis par les intervalles ouverts,

Ur=Ur(x0)={x€IR/ |x—x0|<r}, r>0
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16 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

Dans ce cas les limites supérieures et inférieures sont données par,

lim f (x) = inf ( sup  f (X))

0<|x—x0|<r

lim f (x) =SUP( inf f(X))

X=X r>0 O<|x—x0|<r
quelques propriétés sont les suivantes,

Proposition 1.4.1 Nous avons les relations suivantes,

[i] : lim f (x) < lim f (x)

X—Xq

[ii] : im f (x)=1; [€R < lim f (x) = lim f (x) =1

Preuve. Exercice. m
De cette proposition nous déduisons ainsi que,

Corollaire 1.4.1 La fonction f (x) est continue_au point x, € X si et seulermient
si,

lim f(x) = lim f () =f (o)

X—Xq

Preuve. Directe de Propl.4.1. m

Donc les limites supérieures et inférieures d'une fonction en un point sont liés
au comportement continu ou non de cette fonction en ce point. Nous aurons par la
suite besoin de la notion d'enveloppe supérieure et inférieure d'une fonction, que
nous définissons par,

Définition 1.4.3 Soit l'application f : [a,b] — R et x, € [a, b], l'enveloppe
supérieure de f est la fonction 0 (x,) définie par,

0 (xo) = inf ( sup f (x))

x—x0|<r

et l'enveloppe inférieure est la fonction ¢ (x,) définie par,

¢ (x) = sup ( inf f (x))

|x—x0|<r
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Dans cette définition, les bornes supérieure et inférieure sont étendues aux voi-
sinages ouverts U, (x,) non perforés. Quelques propriétés de ces enveloppes sont

données dans la proposition suivante,
Proposition 1.4.2 Soit f : [a,b] — R alors,

[i] : Vx €[a,b], p(x) < f(x)<0(x)
[ii] : p (x) =0 (x) = ;ig)lcf ) =f

Preuve. Notons en premier lieu que,

inf f(y)<f(x),Vr>0, Vxe[a,b]

y—x|<r

en particulier,

sup ( inf f (x)) <f(x),Yxe€[a,b]

r>0 X—xq|<r
d'ou,
¢(x)<f(x),Vx€[a,b]

le résultat pour f (x) < 6 (x) est identique. Pour la propriété [ii], soit,
@ (x) =sup ( inf f (y))
r>0 y—x|<r
¢tant donné que,

inf f (y)=min (f ., inf f(y))

|y—x|<r <|y—x|<r

— ¢ (x) =min (f (x), limf (.y))

y—)

et d'une maniére similaire,

6 (x) = max (f (), T (y))

assumons maintenant que,
¢ (x)=106(x)

des relations min et max obtenues plus haut nous aurons,

;ijn}cf () 6(x) = (x) < limf (y)

y—x
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18 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

en utilisant le [i] de la Prop1.4.1 nous obtenons alors,

limf (y) = limf (y) =0 ()= (x)

y—x
cependant d'aprés le [i] de cette proposition,

O(x)=¢(x)=0(x)=p(x)=f(x)
nous concluons donc,

limf (y) =limf (y) = f (x)
y—ox

d'aprés le corollaire Corl.4.1, la fonction f (y) est continue au point x € [a, b],
en particulier

limf (y) = f (x)
Réciproquement, assumons que, limf (y) = f (x) d'aprés le méme corollaire
y—X

Corl 4.1,
limf (y) =limf (y) = f (x)
y—x

alors en revenant aux equations 1.3 et 1.4 plus haut, nous déduisons clairement;
0 ()= v ()= f (x)
est la preuve est compléte. m

Définition 1.4.4 (notion de Baire) Soit X un espace topologique et f : X 3R,
on dit que f est semi-continue supérieurement au point x, € X si :

lim f (x) = f (x,)
X—Xq
elle est semi-continue inférieurement au point x, € X si :

limf (x)=f (xo)

X=X

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1 Etablir les propriétés suivantes sur la différence sumétrique,

[1] :AAA =&
[2] : AAB =AAB
[3] :AA(BAC)=(AAB) AC associativité
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Exercice 1.5.2 Démontrer les propriétes suivantes des images directes et réci-
proques des applications,

[1]:AcB=>f(A)C f (B)
[2]: f(AUB) = f (AU f (B)
[3]:f(ANB)C f (AN f(B)
[4]:Ac 7 (f(A)

[1]: XcYy=f1'X)cf (V)
[2]:f'xuy)=f1Xx)uf(v) Dans le td
[F]:f 7 &XnY)=F7)NfF(Y)
[4]:f(F'(M)cy

Exercice 1.5.3 Pour les identités strictes, monter que ;

[a] : VA€ # (E), f' (f (A)) =A< f est injective

[b]:VBe P (F), f (f_l (B)) = B < f est surjective

[c]:VA BeZ(E), f(ANB)=f (A)Nf (B) < f est injective

ld]: VA€ ?(E), f (Z) zm@f est.injective

Exercice 1.54 Soit f : E — F une application; {A;},_, et {B;}.., des familles

indexées respectivement d'éléments de % (E)-et @(F ) établir les propriétes sui-
vantes :

m1:r (ga) =97 @) 5 7 (oa) < or @)
20557 (9B) =97 6) 5 57 (g8 ) =07 )
[3]:A~ 0Bi=U(A~B) ; A~ UB;=0(A-B) ,Ac 2 (E)

(4] : f (iQIAi) =0 f (A;) < f est injective.

Exercice 1.5.5 Soit A un ensemble arbitraire appartenant a @ (E). La fonction
caractéristique de A est l'application y, : E — {0, 1} définie par :

1,xe€A
0,x¢A

Xa(x) =
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20 chapitre 1 rappels sur les ensembles et applications

Etablir alors les relations suivantes :

[al :tASB= y,<xp ; Xa=xp<A=B
[bl:xat2x2=1 3 Xaus=2Xa™t Xp— XaXs
[c]:xna = HI)(A_ déterminer ensuite y 5.
iel i€ ! iel !
[d]: Xane = Xa+ X8 — 2XaXs
Exercice 1.5.6 Démontrer les inégalités suivantes, {x,} et {y,} étant des suites
réelles arbitraires :
L limx, +limy, <lim (x, +y,)
2. lim (x, +y,) <limx, +limy, <lim (x, +,)
3. m (x, +,,) < limx, +Tmy,

Exercice 1.5.7 Soit {AH}HGN* € P (E) une suite dénombrables de sous-ensembles
de E, on défini les limites supérieure et inférieure de la suite {A,} .\ par:

lim4, = N (UAm) et limA, = U (mAm)

n>1 \\m=n n>1 \\m=n
Montrer alors les propriétés suivantes :
(1) :limA, C limA,
(2 1imA, nlimB:C limA, N limB;
(3) : limA, NlimB, c lim (A, N B,)

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



Les algébres d’ensembles et la tribu Borélienne

D'abords nous commencons par définir et étudier les algebres d'ensembles qui
sont des classes ou familles d'ensembles muni de structure algebrique, ensuite nous
revenons a la topologie que nous avons déjas défini, qui est une structure analy-
tique, pour enfin les associer dans la définition de la tribu Borélienne.

2.1 7 Les algéebres d'ensembles
Soit X un ensemble quelconque et & (X) 1'ensemble des parties de X. Soit &

une famille non-vide >~ # @& de sous-ensembles de X, autrement dit > est une
classe d'ensembles qui verifie ¥ € & (X).

Définition 2.1.1 On dit que % # @ est une algébre d'ensembles sur X si on a les
propriétés,

1. VAeX,VBeX—AUBeX
2. VAeX = CAeX

Le complémentaire étant relativement a 1'ensemble référenciel X, rappelons
dans ce cas les notations,

CxA=CA=A, CZA=B—A=BNA

on démontre aisément les propriétés suivantes,

21



22 chapitre 2 les algébres d'ensembles et la tribu borélienne

Proposition 2.1.1 Soit X une algebre sur X, alors :
[1]:{@leXx, XX
[M:EDQPJ%GZ::yQﬂEZ,nEN

1
[ﬂ:EGZJsisnz:ﬁgez
i=
Preuve. [1] :sachant que X # @, alors,

JAeY=—=CAc Y =—=AUCA=XeX
encore 2 étant une algebre,
XeX—CX=geXx

[2] :c'est une réunion finie, on raisonne par induction sur l'indicei € N,1 <i < n.

n
UE €X

1

[3] :D'aprés les lois de De-Morgan,

E;

C=

i=1 i=1 1

i

donc,
n n
'U]Ei e — .ﬂlEi e
i= i=

[4] :par définition E; — E, = E; N CE,, la famille X étant fermé sous les intersec-
tions finies d'aprés [3],onabien E; —E, € X. m

Les algebres d'ensembles sont des classes ou familles non-vides d'ensembles
femées sous les opérations de réunions, d'intersections finies et de complémenta-
tion.

Proposition 2.1.2 Soit € une famille de sous-ensembles de X, € C @ (X), alors
il existe une algebre d'ensembles 3. sur X, contenant la famille € telque % soit la
plus petite algebre contenant la famille 6.

Preuve. considerons la famille de toutes les algebres qui contiennent la classe €,
notons la par #, la famille # est non vide elle contient au moins & (X), & (X) €
' . Définissons ensuite la classe X par,

2= N w
weEW
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2.1 les algebres d'ensembles 23

la famille X est définie comme étant l'intersection de toutes les algebres contenant
la classe 6. Vérifions que X est une algebre, clairement :

VAeYX,VBeX—=AcwABecw, VweW
les classes w étant des algebres, alors,
AUBew, Vwe W — AUBeX
un raisonnement similaire implique,
VAEL = CA=A€X.

ainsi, 2 est une algebre et par définition, c'est la plus petite algebre contenant la
famille 6. Autrement dit, si w est une algebre qui contient 6, alors w € #/, et
comme,

N wCaw
wEW

alors nécessairement,
YCw

Définition 2.1.2 La plus-petite algebre contenant la famille 6 est appelée, ['al-
gebre engendrée par la famille 6.

Ainsi les algebres d'ensembles sont a la base des classes arbitraires d'ensembles
munies de structure élémentaire d'algebre, cette derniére nous permet de manipu-
ler les ensembles ou de faire du calcul Booléen par 1'intermédiaire des opérations
booléennes de réunion, intersection et complémentation, tout en gardant la nature
interne des opérations. Autrement dit de manipuler les objets et en créer d'autres
qui restent encore des éléments de la méme classe. Nous verrons par la suite qu'il
y a des classes d'ensembles qui ne sont pas des algebres, comme par exemple une
topologie 7, d'autres classes importantes dans notre analyse, que nous verrons plus
loin ne possédent pas de structure d'algebre ; de ce fait I'introduction du concept
d'algebre engendré par une classe devient important dans cette direction. Un résul-
tat classique dont nous aurons besoin par la suite est le suivant.

Proposition 2.1.3 Soit . une algébre d'ensembles sur X, et {A,}, o une suite
d'éléments de X. Alors il existe une suite {B,} _\. d'éléments de & deux a deux
disjoints tel que,

[o.9] o0

UB,= UA,

n=1 n=1
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24 chapitre 2 les algébres d'ensembles et la tribu borélienne

Preuve. Notons que, généralement les réunions dénombrables d'éléments de X ne
sont pas nécessairement des éléments de X. Maintenant, Vn € N* posons,

B, =A,, B,=A,NCA,, By=A;NCA,NCA,
et par induction,
B,=A,NCA,_1NCA,_,N..NCA,NCA,
notons de la construction des B, que nous avons,
B,€X%,B,CA, ,YneN*

en particulier,
UA

n=

(e 0)
UB,

n=

onaaussi, Vm,neN*; m#netm<n,
B,NB,, €A, NB,=A,NA,NCA,_1N..NCA,N..NCA,NCA, =T
on a le méme raisonnement lorsque m > n. Les éléments B,, sont donc deux a deux
disjoints;
Vi,jeNYi# j=B,NB/=J
. oo 00 .
Finalement, montrons,que UlAn - Uan, soit :
n= n=
o0
xX€ UA,
n=1
— JdneN/x €A,
il est possible cependant que x appartienne a plusieurs A,,, pour cette raison posons,
ny=min{n e N*/x €A,}

cela implique,
XEA, etx A, 1, XEA, 5 ., X EA

car sinon, si x €A, et x appartient a I'un des A cela contredirais la définition

de n, comme étant le plus petit. En conclusion,

no—p?

x €A, NCA, 1NCA, ,N ..NCA =B, =>x€ U B,

neN*

cela achéve la démonstration. m
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2.2 les tribus ou o —algébres 25

2.2 Les tribus ou o —algebres

Jusqu'ici nous avons considéré un calcul booléen sur les ensembles en trai-
tant les combinaisons d'ordre finies sur les éléments d'une algebre exprimées par
des réunions, intersections et complémentation d'ordre fini. cela étant au moins du
point de vue algebrique, mais du point de vue analytique cela est insuffisant, en
raison des procédés et processus de prolongement analytiques et passages aux li-
mites, qui requierent des étapes d'ordre non fini et dénombrables parfois méme de
la puissance du continu non-dénombrable. Pour cela on introduit les classes dites
Tribus ou o —algebres.

Définition 2.2.1 La Tribu ou o —algebre % est une algebre d'ensembles qui pos-
séde la propriété d'additivité dénombrable,

V{A}or €= UA, X
n=
De cette définition, on déduit aussi pour les intersections dénombrables,
V{A}buew €X=> NA,=C ( EJOICAH) ex
n= n=

les o —algebres sont donc des algebres fermées ou stables sous les réunions, inter-
sections dénombrables et la complémentation.

Exemple 2.2.1 On a les exemples suivants,

1. L'ensemble des parties de X, P (X) est une o —algébre sur X, dite c —algébre
triviale.

2. SiX=N'ex=1{0,N{1,3,5,7,..},{2,4,6,8,...}} est une oc—algébre
sur N*,

3. VAe 2 (X), = {@,X,A,A} est une o —algebre sur X.

4. La classe ou famille T des ouverts d'un espace topologique (X, T) n'est pas
une algebre, (dites pourquoi ?).

Proposition 2.2.1 Soit 6 une famille de sous-ensembles de X, € C & (X). Alors
il existe une o —algeébre d'ensembles % sur X, contenant la famille € telque % soit
la plus petite o —algebre contenant la famille 6.

Preuve. Identique a Prop2.1.2 pour les algebres. m

Définition 2.2.2 La plus petite o —algébre contenant la famille € est appelée, la
o —algeébre engendrée par la famille 6.

Les notations usuelles des algebre et o—algebre engendrées par une famille
€ C 2 (X) sont,
A (€) etag(6)
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2.3 La tribu Borélienne

Soit X un espace topologique muni de la topologie 7, que 1'on note par (X, T)
ou (X, Ty). Rappelons que, une topologie Ty sur X est une collection ou famille
d'éléments de & (X ) stable sous les réunions arbitraires dénombrables ou non et les
intersections finies, les élément de la classe Ty sont appelés les ensembles ouverts
de I'espace topologique X. Une topologie n'est pas une algebre et réciproquement.
La topologie n'est pas fermée pour la complémentation, 1'algebre n'est pas fermée
pour les réunions dénombrables.

Définition 2.3.1 La Tribu Borélienne sur X, notée B (X) est la o —algebre engen-
drée par la famille T des ensembles ouverts de l'espace topologique X, on peut
écrire,

B(X)=o0 (%)

Dans un espace topologique (X, Ty ) le complémentaire d'un ensemble ouvert
0 € Ty est appelé ensemble fermé de X, noté & € & (X). De ce fait nous avons
la propriété suivante sur 1'identité des o —algebres engendrées par les classes des
ouverts et des ensembles fermés d'un espace (X, Ty ).

Proposition 2.3.1 La tribu Borélienne et la o —algébre engendrée par la farille
des ensembles fermés de (X, Ty ) sont idéntiques.

Preuve. Notons par Ty et T} respectivement les familles d'ensembles odverts,et
fermés de l'espace (X, Ty ), montrons que;

T, Co(Ty)
soit F € 75 un ensemble fermé, alors :
CF ety = CF €0 (1yx)
la classe o (Ty) étant une algebre, cela implique,
C(CF)=Feo (1y)

d'ou,
Ty o (1y)

de cette inclusion, moyennant le fait que o (T)C() est la plus petite o—algebre
contenant la famille 7%, on a alors nécessairement,

o (’L';() Co(ry)
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de la mé&me fagcon, on démontre pour la famille 7, que,
Ty CO (T;)
étant donné que o (7y) est la plus petite, on déduit alors ;

o(ty)<So (T;)

et I'identité est établic. m
On résume donc en écrivant :

BX)=o0(1x)=0 (T;)

que la tribu borélienne ou les tribus engendrées par les ouverts ou fermés d'un
espace topologique sont identiques, selon les problémes posés et les applications
en main on considére la tribu adéquate pour représenter la tribu Borélienne.

Définition 2.3.2 (concepts de Haussdorf) Soit (X, Ty ) un espace topologique muni
de la topologie Ty, un sous-ensemble E € & (X) est dit du type Ys si,

o0
E=no,

n=1
on {0} est une suite dénombrable d'ouverts de T y. Il est dit du type. Z st
(0.9)
E=UZ,
n=1
ot {F,},en- sont des ensembles fermés de X, F, € 15 .

D'aprés la définition, les ensembles du type ¥s et &, sont des ensembles boré-
liens appartenant a la tribu Borélienne B (X ). Notons que, le complémentaire d'un
Y5 estun Z et réciproquement. De cette maniere on peut définir par induction les
ensembles suivants,

Z .5 = intersection dénombrable d'éléments du type Z,,

95, = réunion dénombrable d'éléments du type ¥5
et ainsi par induction les ensembles dy type,
gcr&r > %505 790606 > %5050 LR

ce sont tous des Boréliens appartenant a 5 (X ). Comme cas concret, prenons 1'es-
pace topologique (R,7y) muni de la topologie dite ordinaire ou usuelle. Soit
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X, € R un point de R, rappelons que la boule ouverte que nous avons défini dans
la section( ?) et noté U, (x, ), de centre x,, et de rayon r > 0 est I'ensemble,

B, (x,) = {xeR/ |x—x0| < r}

Dans l'espace R qui est une droite, B, (x,) est un intervalle ouvert B, (x,) =
]xo—r,xo+1r[, r>0.Unensemble ¥ C R est dit ouvert si,

Vxe¥,dr>0,/B,(x) V¥

c'est exactement cette famille ¥ qui définie la topologie T de R.
Soit x, € R et V un sous-ensemble de R, on dit que V' est un voisinage ouvert
de x, que I'on note V (x,) si,

3B, (x), r>0,B, (x,) SV (x,)

Un résultat fondamental qui nous donne les Bases d'ouverts dénombrables pour la
topologie usuelle 7 de R est le théoreme de Lindelof suivant,

Théoréme 2.3.1 (Lindelof) Soir {O,} ., une famille arbitraire d'ouverts de &R
(non-dénombrable), alors il existe une famille dénombrable d'ouvérts O, deuxa
deux disjoints tel que;

Uuo,= U O,

aeA neN*

Preuve. a faire ! m

QUELQUE REMARQUES ET COMMENTAIRES !

Rajoutons que dans R, les ensembles fermés F € 7}, sont les parties de R dont
le complémentaire est un ouvert. Dans I'espace topologique R (c'est aussi un espace
métrique muni d'une distance) la tribu Borélienne est notée, B on écrit alors,

B(R)=0 (1x) =B

Exemple 2.3.1 Dans R les intervalles possédent les propriétés suivantes,

00 1 1
[1]:]a,b[= U a+—,b——}€3{,
n=1_ n n
o | 1
[2] : [a,b[= N a——,b|:€‘§5
n=1_ n
o | 1 1
[3]:[a,b] = N a——,b—l——[e%
n:l_ n n
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2.3 1a tribu borélienne 29

Ces exemples montrent que la réunion dénombrable d'ensembles fermés n'est
pas nécessairement un fermé, et l'intersection dénombrable d'ensembles ouverts
n'est pas nécessairement un ouvert. Nous démontrerons ces résultats dans les exer-
cices.

Remarque 2.3.1 Rappelons les concepts suivants, soit X un ensemble quelconque,

1. Une topologie Ty est une collection ou famille d'éléments de & (X) stable
sous les réunions arbitraires et les intersections finies on écrit,

[i] :V{O,}, ety = U 0, €1y
[ii] :V{O;},cc, €Ty ,nEN=> ‘rEIlOn €Ty
<i< L

le sous ensemble des indices A C R est un ensemble dénombrable ou non,
la famille indexée {O,} , est donc arbitraire dénombrable ou non. Pour les
intersections n € N exprime qu'elles sont d'ordre fini, les éléments d'une to-
pologie Ty, O € Ty sont appelés les ensembles ouverts de X. Une topologie
n'est pas une algébre et réciproquement, nous avons déja justifié cela dans
la paragraphe de la section ( ?).

2. Un espace topologique (X, Ty ) est dit Séparable s'il admet une Base d'ou-
verts dénombrable ; autrement dit il existe une classe dénombrable d'ouverts
O C Ty telque tout élément de Ty est une réunion d'éléments de 0. Comme
exemple (R, Ty ) est un espace séparable, c'est une déduction du théoréme
de Lindelof2.3.1.

De ce fait on démontre aussi que la tribu Borélenne By est séparable, puis-
qu'elle est aussi engendrée par une famille dénombrable #; d'intervalles ouverts a
extrémités rationnelles, formellement on a alors,

B =B(R)=0 (13) zo(j(@)

Théoreme 2.3.2 La o—algébre engendrée par la famille dénombrable % d'in-
tervalles ouverts a extrémités rationnelles est identique a la tribu Borélenne,

B =B(R) =0 (1z) =o(jQ)

Preuve. A FAIRE. m
Comme conséquence du Théoreme2.3.2, on a la proposition suivante,

Proposition 2.3.2 Nous avons les identités suivantes,

By =0 ({{a,+o0[ ,a€Q}) =0 ({]-00,a] ,acQ})
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30 chapitre 2 les algebres d'ensembles et la tribu borélienne

Preuve. La collection {[a,+0o[ ,a € Q} C Ty est la classe des intervalles semi-
infinis du type [a,+oo[ ou I'éxtrémité a parcours les rationnels @, idem pour
{]1—00,a] ,a € Q}. Notons que :

Fo=1la,b[ ,a,b€Q,a < b}
du théoreme?2.3.2,
maintenant,
Ja,b[ = la,+oo[ N C ([b, +oo[)
avec,
1
Ja,+oo[= U [a+—,+oo[
n>1 n

nous déduisons pour la famille #; que,
Fo o ({la,+oo[ ,a€Q})

comme O ( j(@) est la plus petite cela implique,

o (#) € o ({la,+ool ,a€Q})

réciproquement, les intervalles [a,+o0o[ ,a € Q sont des ensembles fermés de R,
donc d'aprés Prop2.3.1,

{la, ¥oo[ ,aeQ} C By
d'ou,
o ({[a,+ool ,a€Q}) € By
en conclusion on a bien,
Br =0 ({[a,+o0[ ,a€Q})
méme démonstration pour o ({]—00,a] ,a€Q}). m

Remarque 2.3.2 Remarquons que la tribu Borélienne By n'est pas identique a
P (R), on a une stricte inclusion By C & (R), car sinon, By devient la o —algébre
grossiére et triviale 2 (R). On démontre que,

CardBy =By =2 =c¢
qui est la puissance du continu, alors que,
Card®? (R) =42 (R) =2°¢
qui est la puissance du transfini, donc :
By # 2 (R)

on en déduit qu'il existe des sous-ensembles de R qui ne sont pas des Boréliens.
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2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 :

A= ((A) 5 o () = ({fa))

2. Généraliser la propriété aux familles indexées F, = {A;},_, et F, = {Zi}iel :

{Ai}iel S (@ (X) — e,d (Fl) - .,Qf (Fz)
Exercice 2.4.2 Déterminer les algébres engendrées suivantes :

o ({AD) , o ({AA}) .o ({ALA}) ..o ({ALALA L) Lo ({A1LA54,})
o ({4144, }) . o ({ALALA L) .o ({A1LA5A})
o A€ P (X), {A}1aics € P (X).

Exercice 2.4.3 :
1. Soient F; et F, deux classes de & (X), montrer que o (FyNF,) C o (F;) N
a (Fz).
2. Soit X' un sous-ensemble-de X, soit Z une o=algébre sur X, montrer-que
> 'NX" est une o-algébre sur X'

3."Montrerque pour touteclasse Q- P (X) , a(Q0X") = o (Q)NX VX e

P (X).
Exercice 2.4.4 Dans R les intervalles possédent les propriétés suivantes, a justi-
fier,
o [ 1 1
[1]:]a,b[=U |a+—-,b——| €Z,
n=1 | n n
0o | 1
[2]:[a,b[= N a——,b|:€€45
n=1 ] n

i 1 1
a——,b+—|:€‘§5
n n

Exercice 2.4.5 Etablir que les o-algébres engendrées par les classes suivantes de
sous-ensembles de R sont toutes identiques a la tribu Borélienne *By, :

[1]: 6, ={]a,b[ ; a,beR},[2]:6,={[a,b] ; a,b R}
[3]:6;=1{]a,b] ; a,beR},[4]: 6, ={]a,+o[ ; a,b R}
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32 chapitre 2 les algebres d'ensembles et la tribu borélienne

Exercice 2.4.6 (Lemme de Transport) ;

1. Soit X un réferentiel, 21 une o-algébre sur X. Soit f : X — Y une ap-
plication, ou Y est arbitraire, montrer que la classe définie par : Zz =

{E CY/f Y E)e 21} est une o-algébre sur'Y.

2. Soit @ C P (Y) une classe arbitraire de sous-ensembles de Y et f : X —>
Y une application. Etablir le lemme de transport exprimé par la propriété
suivante :

flo@=o(F®)
(ind : utiliser (1))
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Théorie de la Mesure

FAIRE UNE PETITE INTRODUCTION.

3.1 Les espaces et les fonctions mesurables

Nous commengons par définir les concepts d'espace et fonction mesurable, puis
donner en détail les propriétés fondamentales qui leurs sont associées.

Définition 3.1.1 On appelle/espace mesurable tout.couple (X,%) ou % est.une
O —algebre sur l'ensemble X. Les éléments de la o—algebre sont appelés en-
sembles mesurables.

On a comme exemple les espaces mesurables (X, 2 (X)) ou & (X) estla o —algebre
grossiére, (R,By) oll By est la tribu borélienne. Considérons (X, ¥) un espace
mesurable et (Y, 7y ) un espace topologique, soit l'application f : X — Y on
définit alors les fonctions mesurables par,

Définition 3.1.2 L'application f : X — Y est dite mesurable si,
Vwer,, f1(V)ex
une application g : E C X — Y est dite mesurable sur E € & (X) si,
Vwery, g '(V)NEeX
En particulier nous avons la définition des fonctions Boréliennes,

Définition 3.1.3 Soient (X, 7x) et (Y, Ty ) deux espaces topologiques et f : X —>
Y une application, on dit que f est une fonction borélienne si elle est mesurable
par rapport a la tribu borélienne 5 (X).
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34 chapitre 3 théorie de la mesure

Nous avons donné un sense analytique au concept de mesurabilité des fonc-
tions, qui dans beaucoup de références standard on lui acquieére un sense algé-
brique. Notre but est de simplifier les définitions et les propriétés qui en découlent
en nous basant sur les espaces analytiques ou fonctionnels que 1'on rencontre en
analyse. Dans le contexte général (X,%;) et (Y,%,) sont deux espaces mesu-
rables, une application f : X — Y est dite (%;,%,) —mesurable si,

vwexn,, f1(v)ex,

Pour nodtre approche des fonctions mesurables, nous avons la donné d'un espace
mesurable (X, 2) et d'un espace topologiaque (Y, Ty ). On conséquence nous avons
les équivalences suivantes, f : X — Y est mesurable, si et seulement si,

Vwer,, f1(V)ex

cela equivaut a,
f i (ry) cZ
nous déduisons alors,
o (f_l (’L'Y)) cx
d'aprés le lemme de transportExercice( ?):chapitre( ?);

o (f7 (vr))=f 2o (v )

d'ouT'on tire de-cette identité entre les-classes‘que,
FrEBaN=0(f1(ry))

ainsi, une application f : (X, %) — (Y, Ty ) est mesurable si et seulement si,
fr@s)cex

autrement dit, I'image réciproque de la tribu borélienne sur Y est une sous-classe de
la o —algebre T sur X. Et la fonction f : (X, 7y) — (Y, 7Ty) est dite borélienne
si X =9 (X) et que,

FHEB () € BX)

Par la suite nous traiterons principalement les fonctions a valeurs réelles, la défi-
nition de la mesurabilité nous parait la mieux adaptée dans ce sens.

Proposition 3.1.1 Soit f : (X,7y) — (Y, Ty ) une application continue alors f
est borélienne.
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Preuve. Par définition f est continue si,
VVery, fFI(V)ery

c'est a dire 1'image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert de X, relativement
au classes d'ensembles cela est équivalent a,

f(ry) 1y
en particulier,
f (TY) CB(X)
d'ou,
o(f(ry)) EBX)
finalement le Lemme de transport donne,
o(f(wy))=F" (o () = F (B S BX)

d'ou le résultat. m

Proposition 3.1.2 Soit (X, %) un espace mesurable, (Y,7y) et (Z,7;) deux es-
paces topologiques, f : X — Y une application mesurable et g 'Y — Z une
applieation continue, alors la composition (g © f.) est mesurable sur X.

Preuve. On a le diagramme,
xLy-tz
alors,

VVet,,(gof) (V)= (fTeg)(V)=F" (g7 (V)

de la continuité de g,
gr(V)ery

de la mesurabilité de f on a alors,

(gt n) ex

[

Par la suite nous aurons a considérer souvent les fonctions a valeurs réelles,
cela donnera une application directe et concréte des concepts abstraits et géné-
raux précédents de mesurabilité et borélienne, comme nous l'avons fait pour les
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36 chapitre 3 théorie de la mesure

o —algébres et 1'exemple concret de la tribu borélienne 8. Une autre raison es-
sentielle de considérer les applications réelles, dans un sens les espaces (@, T@ et
(R, T ) munis de leurs tribus boréliennes respectives By et By, est le fait que nous
avons des caractérisations claires des applications a valeurs dans ces espaces, avec
des propriétés qui leurs sont inhérentes, cela nous permet aussi en conséquence de
faire une analyse assez profonde des applications et ensembles mesurables dans le
contexte réel avant de passer a l'intégration au sens de Lebesgue. Débutons par la
propriété suivante,

Proposition 3.1.3 Soir (X, X)) un espace mesurable, f une fonction définie sur X
a valeurs dans R, alors les propriétés suivantes sont équivalentes,

[a] :VaeR,{xeX/ f(x)>a} , est mesurable
[b]:VaeR,{xeX/ f(x)>a}, est mesurable
[c]:VaeR,{xeX/ f(x)<a}, est mesurable
[d]:VYaeR,{xeX/ f(x)<a}, est mesurable

Preuve. Asuumons que, Va € R, I'ensemble,

{xeX/ f(x)>a}

est mesurable, du fait que,
1
fxex,/ f(X)>a}= Ql{xeX/f(x)> a——}
n> n

on déduit alors que {x € X/ f (x) > a} est mesurable, donc [a] => [b]. De la
relation,

{xeX/ f(x)<a}=C{xeX/ f(x)>a}

nous obtenons [b] = [c]. Ensuite de la relation,

{xex/f(x)<a}l= gl{xeX/f(x)<a+%}
nous déduisons [¢] = [d]. Finalement de,
{xex/ f(x)>al=Ci{xeX/ f(x)<a}
si{x €X/ f (x) < a}estmesurable alors {x € X/ f (x) > a} l'est aussi, ce qui

implique [d] = [a]. =
De la méme maniere on établit que,
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Proposition 3.1.4 L'ensemble {x €X/ f (x)=3},VB € R est mesurable si
l'une des conditions de proposition Prop3.1.3 est satisfaite.

Preuve. Clairement, nous avons pour 8 € R,
{xexX/f)=pt={xeX/f)<B}n{xeXx/ f(x)=p}
ensuite pour B € R on a les deux cas,
{xeX/f(x)=+oo}:ngl{xeX/f(x)>n}
{x eX/f(x):_oo}:,Ql{x €X/ f(x)<—n}

d'ot, {x €X/ f (x) =40} et {x €X/ f (x) = —o0} sont mesurables. m
Aprés ces €tapes nous sommes en mesure de donner la caractérisation des
fonctions réelles mesurables dans le théoréme suivant,

Théoréme 3.1.1 (caractérisation des f°** mesurables) Soir (X, %) un espace me-
surable, f : X — R une application d valeurs réelles, alors f est mesurable si et
seulement si l'une des propriétés de la proposition Prop3.1.3 est satisfaite.

Preuve. Nécessité, f étant mesurable alors,
YV &gz, fANV)en
en particulier; pour l'ouvert,
V=[-00,a] ,a€R
cela implique,
f i ([-o0,al)={xeX/ f(x)<a}exn

réciproquement, d'aprés Prop3.1.3 si I'un des ensembles est mesurable alors touts
les quatres sont mesurables, ensuite du théoreme de Cantor nous avons,

Verge=>V=UI,
n>1
ot {1}, est une suite dénombrable d'intervalles ouverts deux a deux disjoints

du type,
[—oo,a[ :]asb[ , ou ]b,+OO:|

de ce fait on obtient,
f_1 (V) :f_l ( L;JlIn) = L>Jlf_1 (In) ex
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38 chapitre 3 théorie de la mesure

sachant que,

f_l (]a’b[) :f_l (]an +OO:| N [—oo,a[) :f_l (]a: +oo])ﬂf_1([—oo,a[) SO

nous déduisons que f ! (I,) € %,Vn € N* et quelque soit le type des I,,, d'od
f~'(V) € = pou tout ouvert V € 7z. m
Pour les fonctions boréliennes on a la conséquence suivante,

Corollaire 3.1.1 Soit (X, Ty) un espace topologique, f : X — R, alors f est
borélienne si et seulement si Va € R, f~1([—o0,al) € B (X).

Preuve. Application directe de Theo3.1.1. m

Les fonctions réelles mesurables f : E — R définies sur un ensemble mesu-
rable de 1'espace mesurable (X, 2) sont dites mesurables au sens de Lebesgue. Les
combinaisons algébriques et les opérations sur les fonctions mesurables sont aussi
indispensables, dans les résultats qui suivrons on établit les propriétés fondamen-
tales relatives aux classes de fonctions mesurables.

Théoréme 3.1.2 Soit (X, %) un espace mesurable, f et g deux fonctions mesu-
rables définies sur X a valeurs dans R, soit ¢ une constante réelle ; alors les fonc-
tions suivantes sont mesurables,

(f +c) s (ef) A(f +g)s(f-¢)

Preuve. Soit a € R un réel arbitraire, on a :
{xeX/ (f+co)(x)<a}f={xeX/f(x)<a—c}
nous déduisons du théoréme Théo3.1.1 que (f + ¢) est mesurable. On a aussi,
{xex/ (cf)(x)<a}= {x eX/ f(x)< %}

avec la constante ¢ > 0, donc du Théo3.1.1 (c f ) est mesurable, méme démons-
tration lorsque ¢ < 0. Ensuite nous avons,

{xeX/ (f+g)(x)<al={xeX/f(x)<a-g(x)}

sachant que, dr € Q indépendant de la variable x telque :

f)<r<a-gx)

alors on déduit,

{xex/ (f+g)(x)<a}:rg(@{x eX/ f(x)<rin{xeX/ gx)<a-r}
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d'ou la mesurabilité de (f + g), ceci étant pour le cas fini, lorsque f et g vérifient
les conditions suivantes pour certains éléments x € X,

f(x)=400 A g(x)=—00

ou bien,
fx)=—00 A g(x)=+00

on pose alors,

E,={xeX/ f(x)=400 A g(x)=—ox}
E,={xeX/ f(x)=—0c0 A g(x)=+o0}

de la proposition Prop3.1.4, E; et E, sont mesurables. Définissons alors,

f(x)+g(x), x¢E UE,
w€eR, x €E,UE,

(f+8)(x)=

on a alors Va € R,
{xeX/ (f+g)(x)>a}={xeX - (E,UE,) / f(x)+g(x)>a}lUA,
avec;
g, w=<a
EJUE, ;owo>a
d'ou la mesurabilité des A,,, en conclusion (f + g) est mesurable. D'aprés le cas

de la fonction (cf ), 'application (—g) est mesurable d'od f —g = f + (—g) est
mesurable. Maintenant, soit @ € R assumons que,

a<O0

alors,
{x eX/ f*(x)> a} =X
qui est le référenciel mesurable. Pour les @ > O on a :

{xeX/fz(x)>a}:{xeX/f(x)<—ﬁ}U{x€X/f(x)>\/E}

encore du Théo3.1.1 nous concluons que f2 est une fonction mesurable. Finale-
ment, de 1'identité suivante :

(fe)==[(f+g)* - f*-g?]

N| =
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nous obtenons la mesurabilité du produit (f g) et le théoréme est démontré. m
Pour les limites et les bornes supérieures et inférieures des suites de fonctions
nous avons aussi ;

Proposition 3.1.5 Soir {f,},.y une suite de fonctions mesurables sur X alors les
fonctions suivantes sont mesurables,

f1() = supf, (x) , f,(x) = nff, (x)

neN
fs(x) =limf, (x) , f4(x)=limf, (x)

Preuve. Notons que,

{x € X/ supf,(x) > a} :nLGJN{x €eX/ f,(x)>a}

neN

du Théo3.1.1 les f, étant mesurables, alors supf, (x) est mesurable. De méme,
neN

{x ex/ ,ilrelng”(x) < a} :nLeJN{x €X/ fo(x)<a}l

donc inyn (x) est mesurable. De ces deux propriétés et de la définition des limites
ne

supérietfes et infériguires, notis déduisons que limf, () et limf, (%) sont aussi
mesurables. m

Par la suite nous aurons a utiliser beaucoup les fonctions caractéristiques' dés
ensembles mesurables, quelques propriétés sont données dans I'exercice('?) du cha=
pitre(1).

Définition 3.1.4 Soit X un ensemble donné et E € & (X), la fonction caractéris-
tique de l'ensemble E est l'application définie par,

X—R
XE -
x — g (x)
1 ,x€E
xe(x)=
0 ,x¢E

Un résultat immédiat est le suivant,

Proposition 3.1.6 Soit (X, %) un espace mesurable, E € & (X) un sous-ensemble
de X alors,
E est mesurble <= y  est mesurable
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Preuve. Pour tout a € R observons que,

g ,a=0
{xeX/ yg(x)<a}={ CE=E ,0<a<1
X ,a>1
d'ou,
E € ¥ = y; est mesurable

réciproquement, assumons y; mesurable, d'aprés Prop3.1.4 on a,

{xeX/ yp(x)=1}lex
sachant que,
{xeX/ yy(x)=1}=E

alorsEeX. m

3.2 Fonctions étagées sur un espace mesurable

Les fonctions étagées commie les fonctions en escaliers pour l'intégrale de Rie-
mann sont a la base de la théorie de la mesure, c'est avec ces derniéres qu'on éta-
blit les résultats fondamentaux'de-mesure d'ensembles-et d'intégration.de -fonc-
tions, grace aux théorémes d'approximations par les applications étagées on arrive
a étendre ces résultats aux fonctions mesurables par un processus de limite.

Définition 3.2.1 Soit (X, X) un espace mesurable et f : X —> R une application
réelle, f est dite étagée si elle est mesurable et ne prend qu'in nombre fini de valeurs
distinctes a,, Q,, ..., Q.

On démontre aisemment que les fonctions étagées sont des applications de la
forme,

n
f :ZaiXEi , 1 eN
i=1

les ensembles,
Ei={xeX/ f(x)=a;}
sont mesurables et la famille {E;},_,_, forme une partition mesurable du référen-

ciel X. On a ainsi le théoréme fondamental d'approximation suivant,
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Théoréme 3.2.1 (approximation des f °* mesurables) Soit f : X — R, une
fonction mesurable positive, il existe alors une suite {f,} .. de fonctions étagées
(mesurables) tel que,

1. La suite est croissante avec,

0SA<fr<Sfy<fun < <f

VxeX ,limf,(x)=f(x)
n—o0
3. Si f est bornée sur X, alors la convergence est uniforme.

Preuve. Pour n € N*, on considére l'intervalle [0, n] que 1'on subdivise en (n2")
sous intervalles de longueur [ = zin Définissons les ensembles,

{xex/L<f)<®},0<k<(n2"-1)

Enk:
{xex/ f(x)=n} ,k=n2"

pour tout k€ N, k =0,1,...,n2", les ensembles E,; sont mesurables, ils sont au
nombre de (n2" + 1),.par définition on a':
X= UE; (3.

la famille {E,; }, 573 forme une partition mesurable du référenciel X. Maintenant
on définit les fonctions étagées,

k

fu)=4 2"’

n,xe€E

x € E,

n,n2"

de la définition des f, on a alors,

n2" k
fn = ZEXEM

k=0

1. Des définitions précédentes nous avons,

f.>0Af,<f ,VneN
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montrons que la suite {f,} est croissante, soit x € X d'aprés relation 3.1,
dk €0,n2" ;x €E,;

donc,
k+1

on déduit alors de la déﬁnltlon de la fonctlon étagée que,

_k
fn(x)_g

de la méme maniere pour (n + 1) nous avons,

(n+1)2"+!
= Y Eq

alors, I
Jk,€0,(n+1)2"1 ;x e Eqii,

cela implique,
ko
fn+1 (X) = 2Tl+].

sachant que nous avons,

ko +1
2n+1 —f( )< 2n+1

nous déduisons de ces relations que,

ke k+1  k  ko+1

2n+1 < on A 2n< 2n+1

ce nous donne,
ko <2k+2 A 2k<ky+1

autrement dit,
2k —1<ky<2k+2

d'ol nécessairement,

pour k, = 2k,

2k k
fn+1(x) on+1 _E_fn(x)
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et si ko =2k + 1 alors,

2k+1 k
faa (x) = T o = fu(x)

donc on a bien,
f;+1(x) Eth(X)
Pour le cas, k = n2" c'est a dire x € E,, 5n, On a,

f)zn A fr(x)=n

cela étant pour n € N*, pour (n+ 1) on obtient,
Elkl S 0, (n + 1)2n+1 ;X € E(n+1)k1

k, k;+1
on+l =< f (X) < on+tl
k,+1

2n+1

—

—=n< > k; > n2"t!

ky
2n+1

2 n=f,(x)

::>j;+1(X)::

enrésumé on abien, V€ X ;f, (x)=< fou ()

2. Pour cette étape-assumons que, pourx € X, f (x) < +o00,l'ensemblé R
étant archimédien alors,

Ve >0,3Ing(e,x) €N/ f (x)<n,

avec le choix de,

1 1 | 1
— <= —— -<
2Mo ¢ log 2 °8 € "o
ensuite,
Vn>ng, |f ()= £, ()] = £ () = £, (x)
sachant que,
k k+1
dk<(n2"-1) ; —=<fx)<—
an n
avec la fonction étagée qui vérifie,
fu0)= =
n\XJ)= on

ainsi,
k+1 k 1 1

fO-f@) <=3 =5 <3
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d'ou :
lim f, (x) = f (x)
n—.oo
pour le cas f (x) = +o00 on peut écrire,
VneN, f(x)>n

—VneN,x€E, n Ak=n2"
dans ce cas par définition, f, (x) = n ce qui donne aussi lim f, (x) = +o0.
n—o00

3. Finalement, assumons que f (x) < M , Vx € X, cela implique :

dny(e) eN/ M <ny(e) A <e¢

2”0(5)

et la convergence est alors uniforme sur X.

3.3 Les mesures positives et extérieures

Nous débutons par définir Ies mesurés positives, on démontré ensuite plusieurs
propriétés de base relatives a ces derniéres dont on aura besoin par la suitedans le
chapitre sur l'intégration. Les mesures extérieures sont introduites succinctement
grace-auquelles les ensembles mesurables au sens de Lebesgue seront définis,.dans
ce contexte les comparaisons et les liens entre mesure positive et extérieure sont
bien établis.

Définition 3.3.1 Soit (X,X) un espace mesurable et . une fonction d'ensemble
positive définie de, u : & — R_,. On dit que u est une mesure positive et le
triplet (X, %, ) espace mesuré si l'application y posséde la propriété d'additivité

dénombrable.

La propriété d'additivité dénombrable s'exprime par le fait que ; pour toute
suite {E, }, . d'éléments de = deux 2 deux disjoints on a :

o0
o0
E. | = E.
[z (l_gl ) ;u (E:)
la propriété est aussi appelée o —additivité.

Exemple 3.3.1 Comme exemples on a les suivants,
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1. SoitX =N, X =2 (N) alors,
. —R,

u: cardE , E est fini
E— u(E)= /
400 , E est infini

est une mesure sur 2. dite mesure discréte ou de comptage.

2. Soit X un référenciel telque (cardX = +oo AX ZN), c'est a dire un en-
semble infini non-dénombrable. soit,

Zz{EgX/EEN VEEN}

on démontre aisemment que X est une o —algébre sur X. Si on défini ,

u: 0, E=N
E— u(E)= _
1, ESN

alors u est une mesure positive sur X..
3. Soit X =N, Z =2 (N) on défini,

- 2.5, cardE < 400
‘u, = neE
400 , cardE =400

dans ce cas, l'application u n'admet pas la propriété de o—additivité, ce
n'est donc pas une mesure sur 2.

Proposition 3.3.1 Soir (X, %, 1) un espace mesuré alors,
1. Propriété d' additivité finie,
V{Ei}lsign €X,neN; ENE =0, Vi#j

1(LE) =2 )
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2. Propriété de monotonicité,

VE,FEX ,ECF = u(E)<u(F)
et si W(E) < +o0o= u(F —E)=u(F)—u(E)

3. Propriété de convergence,

V{E ., E. €¥,VneN*
{ H}HEN n —> u, ( 8 En) = hm ‘u (En)
El g E2 g cor g En g ET‘H-]_ g . n=1 n—o0

Preuve. Nous avons pour les différends énoncés,

1. Etant donné que,
dE€e X/ u(E)<+oo

— ) = (85 ) =Y () = Jim 3 (5)
i=1 i=0

=u(E)+ lim > u(E) =p(E)+ lim nu(2)
i=1
= u(E)<+o0o—= lim nu(@)=0=u(@)=0

ensuite,

2 (Gr) =n(T) = e = Jim 3 n (20 =
= Jim_ {ZH (E) + i .U(Ei)] :ZM (E)

i=n+1

avec le choix E; = @, Vi > n, ce qui donne (1).

2. notons que,

VA,Be# (X)=> (ANB)U(ANB)=A
= uA)=u(A—B)+u(AnNB)

en particulier,

ECF= u(F)=u(F - E)+u(E)
= u(E) <+oo = u(F) = u(E)
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3. Soit {En}neN* une suite croissante d'ensembles mesurables, d'aprés Prop
2.1.3,
I{Bn}pen €T, B; NB; =@, Vi#]

suite d'éléments mesurables deux a deux disjoints telque,

par définition,
B,=E, B,=E,NE,,.., B,=E,NE,_,N..NE,NE,

la suite {E, } étant croissante, alors {En} = {CE,} est décroissante,

|

.CE,,CE,CE,_,C..CE,

ce qui implique,
B,=E,—E, ,=E NE,_,,Yn>1

remarquons aussi,
1
n=1=%B% UB/=E,
=
2 el
n=2=> UB =B, UB,=E U (E;nE,)
i=

= (E,UE,) " (E{UE,) =E,

n
admettons donc la propriété vraie pour n € N, autrement dit _UlBl- =E,

=

alors :

n+1 n
U]_Bi - Bn+1 U (UlBl) - Bn+1 U En -
= =

1

= En U (En+1 mEn) = En+1

d'ou le résultat. Finalement on obtient,
%
w (io_tlei) =y (:JlBi) = ;u (B:)
n
= Jim 3 s (8) = tim g ( O3, ) = tim s )
et la preuve est compléte.
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]

De méme pour les suites décroissantes d'ensembles mesurables nous avons
aussi la propriété de convergence que nous résumons ci-dessous avec la propriété
dite de sous additivité dénombrable d'une mesure positive u.

Proposition 3.3.2 Nous avons les deux propriétés ci-dessous :

1. Soit {Ei}neN* une suite d'éléments de % satisfaisant,
E,2E,2..2E,2E, ;2 ..

telque, p (E;) < +o0 alors;
() = im e (8)

2. Soit {Ei}neN* une suite arbitraire d'éléments de X alors,

JERPYVID

Preuve. Etablissons (1),

1. Posons,
B1:E1_E2, B2:E2_E3,..., Bn:En_En+1

clairement,
B,€X,VneN" A B,NB; =@ ,Vi#]j

De la méme maniére que Prop 3.3.1, on démontre par récurrence que,

ensuite nous avons,

la derniére étape est justifiée, étant donné que :
E.NE_ ,=@,Vi e N*
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donc,

o0 o0 — o0 o0
E,— UB;= [El N (DlEl)} U |:E1 N (.DlEiH)] = NE

puis de u (E;) < +oo et de la monotonicité de u Prop 3.3.1 on a,

(5e) (e )i+ (1)
=u(E) - 2,(1 (B)) =u(E) - nli_r)noogu (B:)

=u(E) — limpu (.QJlBi)

=u(E) - HIEPOO (1 (E1) — 1 (Ens1))
d'ou,
u(E) <+oo=u (aEi) = lim u(E,)
2. Montrons la sous-additivité dénombrable, d'aprés Prop 2.1.3,

A{B o/ EX,B.NB; =3, Vi#j

suite d'¢léments mesurables deux a deux disjoints telque,

o (38) - (30) - S0

comme B; C E;, de la monotonicité Prop 3.3.1 alors,

u@) <u) —=u(5E) < um)

la preuve est compléte.

]

Donc dans la proposition ci-dessus nous avons aussi la propriété de conver-
gence d'une mesure pour les suites d'ensembles mesurables décroissantes et la
propriété de sous-additivité dénombrable. Les mesures extérieures sont définies
comme suit,
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Définition 3.3.2 Soit X un ensemble arbitraire et u* une fonction d'ensemble u* :
P (X) — R, ,u" est dite mesure extérieure si,

[i] :u*(@)=0
[ii] : EC F = u* (E) < u* (F)

3 (OB < iu* (E.)

Ce sont des applications d'ensembles positives ayant principalement les pro-
priétés de monotonicité et de sous-additivité dénombrable. Pour le cas général de
I'étude de ces dernéres avec les mesures nous préférons de le faire dans le chapitre
consacré aux mesures abstraites. La mesure extérieure de base qui nous intéresse a
ce nivau est celle dite mesure extérieure de Lebesgue. Grace a cette derniére les en-
sembles mesurables au sens de Lebesgue sont construits, plus loin pour introduire
aussi l'intégrale de Lebesgue.

3.4 La mesure extérieure de Lebesgue

Notons par J la classe des_intervalles ouverts de la droite réelle R. Soit E €
% (R) un sous-ensemble de R, notons par J; la classe de tous les recouvrements
dénombrables de E formés d'€léments de J. Formellement on écrit ,

Jg= {{In}neN* /T €3, VneNT et EC ~O_leli}

Définition 3.4.1 On définit la mesure extérieure de Lebesgue notée m* par :
0.9)

m*(E)= inf ¢(1,)
I 1

{ n}ejE n=
ou L (1,) est la longueur de l'intervalle ouvert 1,,.

Donnons maintenant une étude des propriétés fondamentales de la mesure ex-
térieure de Lebesgue dans les différentes propositions suivantes.
Proposition 3.4.1 Nous avons,

1. L'application m* est définie sur tous les sous-ensembles de R.
2. C'est une application positive, VE € 2 (R), m*(E) > 0.
3. Avec m* (@) =0.
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4. Et pour les singletons m* ({p}) =0, Vp € R.

Preuve. Pour chaque assertion on a,

1. Evident, a partir de la définition de m*.

2. Les longueurs étant positives, le résultat s'en suit, en résumé donc :

., ZPR)—R,

m":
E — m*(E)
3. Nous avons,

{Q}CU}— i [,vg>o

n>0 2n+1 4 2n+1

—m (PP Y o =¢, Ve'>0

n>0

alors,
0o<m({gh<e,Ve'>0=m"({z})=0

4. D'une maniére similaire,

£ &
{p}CnLZJO:Ip_ﬁ’p—i_F[’ Ve >0

=sim ({Bh.=D =, Vel >0

n=>0

0<m*({p}) <&, V&’>0=m"({p}) =0
d'ou le résultat.

]
La mesure extérieure de Lebesgue posséde aussi la propriété de monotonicité
et de sous-additivité dénombrable,

Proposition 3.4.2 La mesure extérieure m* verifie,

1. Propriété de monotonicité,
ACB=m"(A) <m"(B)

2. La sous-additivité dénombrable,

V{E e B €2 (®) neN = m' ( UE,) <Y (B)

n>1
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Preuve. La monotonicité ;

1. De la définition,

m*(B) = inf ¢ (1,
{IH}EJB; ( )
= Ve >0, {1}, o €Tz m" (B) < le (I,) <m*(B)+¢

n>1

ensuite,
ACB=AC UL, =>m"(4)< D)

n>1

= m"(A)<m*(B)+¢, Ve > 0= m"(A) < m*(B)

2. Sous-additivité dénombrable. Soit {E, }, - une suit d'éléments de & (R),
pour chaque m* (E, ) nous avons :

Ve, >0, L bewe €35, / m* (E) < D A (L) <m’* (E,) +e,

m=>1

étant donné que,

n>1 n>1 \ m>1
= m' ( U En) < ZE U Inm) < ZZE (L) » (exercicel)
=1 n>1 m=1 n>1m=>1
d'oty,
m* (nL>J1E”) < Zm* (E,) + an
n>1 n>1
ainsi,

1

ES kS
Ve >0, m (anJlEn) < Zm (E,) +¢ o

epsilon étant arbitraire nous concluons alors,

m* ( U En) < Zm* (E,)
n>1
n>1
cela achéve la démonstration.

]
Les propriétés fondamentales de la mesure extérieure d'invariance par transla-
tion et de prolongement de la longueur sont données par,

Proposition 3.4.3 Nous avons,
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1. La mesure extérieure m* est un prolongement de la longueur { définie sur
les intervalles,

VieZ (R), m"(I) =£(I)
2. La mesure extérieure m* est invariante par translation,

VE€? (R), VpeR; m"(E+p) =m"(E)

Preuve. Pour le prolongement,

1. Soit {I,}, . € J; un recouvrement de l'intervalle I C R,

I[,€J,VneN* AIC UI,

n>1

=M< A1) =LD<m 1)

n>1

nous savons aussi des propriétés de la droite réelle que,
VICR,Ve>0,3J€3,J21 /L)) <L(I)+¢
cela implique de la monotonicité Prop 3.4.2;
m(D<mDN=sLJ)=m"DL(D+e
epsilon étant arbitraire alors,
m*(I) < £(1)

nous concluons donc,

m* (1) =£ (1)

cela étant pour les intervalles I C R, satisfaisant £ (I) < +o0. Lorsque £ (I) =
+ooona,

31,€3,1,<1,/¢(,) >n, VneN

comme £ (I,,) < +oo d'aprés ce qui précéde m* (I,) = £ (I,), de la mono-
tonicité Prop 3.4.2,
m*(1)>m*(1,) >n
d'ou,
m*(I,) >n, YneN* = m"(I) = +o0
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2. L'invariance par translation. Notons que, pour les intervalles nous avons
£ (I+p) =£(1), de la propriété (1) ci-dessus alors,

m*(I+p)=m"(I), VICR,peR
ensuite,

VE€ P R), {l.}aw €35 =E+p S U (I, +p)

alors,

m" (E+p) <m’ (ngl (In+p)) <> (. +p)

n>1

et,

implique,
m* (E+p) <m"(E)

Finalement,
E=(E+p)—p=m"((E+p)—p) <m"(E+p)
ce qui donne,
m*(E) <m*(E+p)

et la-preuve est compléte.

3.4.1 Ensembles mesurables de Lebesgue

Avec les propriétés de la mesure extérieure de Lebesgue établies auparavant on
arrive a la définition des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. La mesure
extérieure qu'on a définie admet la propriété de sous additivité dénombrable. Ce
n'est pas encore une mesure proprement dite, les ensembles mesurables au sens
de Lebesgue nous permettrons ensuite de définir et extraire une mesure admet-
tant la o —additivité. Citons alors ci-dessous la définition générale des ensembles
mesurables au sens de Caratheodory.

Définition 3.4.2 (Caratheodory) Un ensemble E € & (R) est dit mesurable au
sens de Lebesgue si,

VACR, m*(A) = m*(ANE)+ m* (AN CE)
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En effet la définition est dite au sens de Lebesgue puisqu'elle est en fonction
de la mesure extérieure de Lebesgue. Dans le cas général des mesures extérieures
abstraites c'est bien la définition dite au sens de Caratheodory. quelques remarques
s'en suivent on a,

Remarque 3.4.1 Soit un sous-ensemble E € & (R),

1. D'aprés la sous-additivité Prop 3.4.2 de la mesure extérieure de Lebesgue,
pour montrer qu'un ensemble E € & (R) est mesurable au sens de Lebesgue
il est alors suffisant d'établir que,

VAe 2 (R), m*(A) > m"(ANE)+m*(ANCE)

2. E € # (R) est mesurable au sens de Lebesgue si et seulement si le complé-
mentaire CE = E est mesurable en ce sens.

Formellement nous notons la classe ou famille des ensembles mesurables au
sens de Lebesgue par £y , avec £ € & (R) cette inclusion stricte est importante,
nous la justifierons par un théoréme plus loin. D'abord, un résultat fondamental
que nous énoncons est le suivant,

Théoréme 3.4.1 Laclasse des ensembles mesurables au sens de Lebesgue Ly est
une o —algébre.qui contient la tribu Borélienne 5.

Preuve. De la remarque ci-dessus si E est;mesurable alors-CE-aussi,-donc £ig'est
stable par complémentation. Maintenant soit E; et E, deux éléments de £, alors
VA € 2 (R), moyennant la sous-additivité de m*,

m*(A) <m*(An (E;UE,)) + m* (AN (CE;NCE,)) = (3.2)
=m*((ANE;)U(ANE,NCE;)) +m*(ANCE,NCE,)

observons cependant que,

(ANE,) U (ANE,NCE,) =AN (E,U (E,NCE,)) =
=An ((E; UE,) N (E, UCE,))
=An (E,UE,)

ainsi de 1'équation Equa 3.2 nous obtenons,

M*(A) <m*((ANE,))+m*(ANE,NCE;)+
+m* (AN CE,; NCE,)
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ou l'expression M* (A) est :

M*(A)=m"(An (E;UE,)) +m* (AN (CE; NCE,))
sachant que E, € £; cela implique,

M*(A) <m*(ANE;) +m" (ANCE,)
ensuite E; € £ nous donne enfin,
m*(A) < M*(A) <m*(A)

d'ou I'identitté,

m* (AN (E,UE,)) +m" (AN (CE,NCE,)) =m"(A)

en conclusion,
E,UE, €L

et la classe £y est une algébre. Pour établir que la famille £; admet la propriété
d'additivité dénombrable, autrement dit une o —algébre, on montre en premier lieu

que,

ou {E },_.c-est une suitefinie d'éléments de £, ‘deux-a deux disjointset’Aun
sous-ensemble arbitraire de R, un raisonnement par récurrence induit que,

" n+1
m Aﬂ 'ylEi -
% n+1 " n+1 —
=m (Aﬂ (iglEi) ﬂEn_H) +m (Aﬂ (iglEi) ﬂEn+1)

= Tn>k (Aﬂ En+1) + m* (Aﬂ (iglEi))
n+1

n
=m" (ANE,,) + > m (ANE) = m" (ANE)
i=1 i=1

d'ou le résultat par récurrence sur n € N*, Ensuite on montre que 1'algébre £ est
stable pour les réunions dénombrables d'éléments deux a deux disjoints. Posons
E = UE, avec,

n>1

{E.}ha €L, ENE; =@ ,Vi#j
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définissons les ensembles,

la classe £ étant une algébre, alors F,, € £z, Yn € N*, puis :

m*(ANF,) +m" (ANCF,) =

=> m*(ANE) +m" (ANCF,)
i=1
comme, L
F,CE=ECF,

alors,
m*(ANE) <m"(ANF,)
cela implique,

m*(A) > Xn:m* (ANE)+m"(ANE) , VneN*

i=1

= m*(A) > im* (ANE;) +m* (AOE)

i=1
— ni*(A) > m' (AN E) +/m* (ANE)", VA< 2 (R)

nous concluons de la remarque 3.4.1 que E € £, en particulier ; pour A& E, 0n
obtient :

m*(E) > im* (E;)
i=1

ce qui conduit via la sous-additivité dénombrable de la mesure extérieure m* a,

Zm* (E)zm" (iglEi) > Zm* (E:)
i=1 = i=1
et finalement que,
m* (iglEi) = ;m* (E)

Donc nous avons montré que la mesure extérieure de Lebesgue restreinte a la classe
Lr des ensembles mesurables de Lebesgue admet la propriété d'additivité dénom-
brable ou o —additivité. Pour conclure considérons une suite {E, } .- € £ de la
proposition Prop 2.1.3,

EI{Bn}neN* G,@(]R)/ L;Jl En = L>Jan

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



3.4 1a mesure extérieure de lebesgue 59

ou les éléments B,, sont deux a deux disjoints. De la définition des B,
B,=E,NCE, ,NCE, ,N..NCE,
alors,
B,€ £z ; VneN*

étant donné que nous avons montré plus haut que £y est stable pour les réunions
dénombrables d'éléments deux a deux disjoint, nous concluons que,

S
anlen ’QR

et ainsi £y est une o —algébre. En fin de démonstration, il nous reste a prouver
que,
Bp=B(R)=0 (1) C Ly

D'aprés Prop 2.3.2 et aussi Exercice ( ?7) du chapitre II, il est suffisant d'établir que :
Va eR, Ja,+oo[ € £
alors,
VAe #Z (R)

posons ;
Ap=AN Ja,+oo[", A, =AN |—oo,a]

et établissons.que;
m*(A) > m* (A;) + m*(A,)

lorsque m* (A) = 400, le résultat est trivial. Considérons le cas ou m* (A) < +o0,
Ve >0, 3{L} e €70/ D L (L) <m*(A)+e
n>1

notons par :
I' =1,N]a,+oo[ et I'=1,N]—00,a]

puisque I et I sont des intervalles de R, alors :

Cay=e(n)+e(r)=m (1) +m (1)
sachant que,

A, C Ul

n>1"

— m* (A,) <m* (ngll; ) < Zm* ()

n>1
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de la méme facon,

m* (4,) < Zm* (I;’)

n>1

cela implique ;

)+ () <3 (1) + T (1)

n=1 n=1

=2, (m (1) +m (1))

n>1

=Y 0(1)<sm @ +e

n>1
cela étant Ve > 0, d'ou :
m*(A) > m* (A;) + m* (A,)

finalement,
la,+oo[ € £z ,VaeR

et la démonstration est compléte. m
En résumé, nous avons les.inclusions suivantes,

JEC FCBC L c? (R)
avec respectivement;

J la classe des intervalles ouverts de R.
# laclasse des intervalles de R.
By la tribu Borélienne.

Lr la classe des ensembles mesurables au sens de Lebesgue.

Posons maintenant la définition des recouvrements au sens de Vitali, nous aurons
besoin de ce concept dans 1'élaboration de certains résultats plus loins dans nos
développements.

Définition 3.4.3 Soit F une famille d'intervalles de R et E un sous-ensembles de
R, alors & est un recouvrement de E au sens de Vitali si,

Ve>0,Vxe€E,IeFZ,/ x€l ANl(I)<e
On a alors le lemme de Vitali ¢i-dessous,

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



3.4 1a mesure extérieure de lebesgue 61

Lemme 3.4.1 (Vitali) Soit E € 2 (R) ,m"(E) < 4+00. Soit & est un recouvre-
ment de Vitali de E alors,

Ve>0, I{L} ey €F, L,NL, =0, n#m telque

N
m* (E— U In) <e
n=1

Preuve. Exercice. m

3.4.2 La mesure de Lebesgue

Aprés avoir établit les résultats principaux sur les ensembles mesurables au
sens de Lebesgue, en particulier le théoréme fondamental Theo 3.4.1, nous défi-
nissons maintenant la mesure dite de Lebesgue sur la droite réelle R.

Définition 3.4.4 La mesure de Lebesgue notée m est la restriction de la mesure
extérieure m* a la tribu £y des ensembles mesurables au sens de Lebesgue. On
écrit par définition,

ER —>K+

my =m:
E —>m(E)=mT‘L(E)

avec, _
m:2 (R) — R

On a la remarque suivante,

Remarque 3.4.2 Les propriétés de la mesure m sont ainsi déduites de celles de
m”* par restriction a la o—algébre £y, données dans les propositions Prop 3.4.1,
Prop 3.4.2, Prop 3.4.3, en plus comme conséquence du théoréeme Théo 3.4.1, nous
déduisons que,

m: Lx—R,
est une mesure positive et le triplet (R, L5, m) est un espace mesuré, dit de Le-

besgue.

Nous allons démontrer par la suite un résultat usuel sur la caractérisation des
ensembles mesurables au sens de Lebesgue. Pour effectuer cette tache, nous aurons
besoin de certaines propriétés préliminaires suivantes ;

Proposition 3.4.4 Pour tout sous-ensemble E € & (R) nous avons les équiva-
lences suivantes :
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62 chapitre 3 théorie de la mesure

1.
Ee &y
2.
Ve>0,3Very/ECV, m"(V—E)<e
3.

6%,/ ECG, m(G—E)=0
Preuve. Montrons, (1 = 2), assumons que E € £; verifie m (E) < +00, donc :

m(E)=m*(E) = { inf > € (1,)

I, ejEnzl

= Ve >0, 3{,} €7/ Z£ (I,) <m(E)+e¢

n>1

{L}edy=EC UL, =V

ensuite,
Eely=—m"(V)=m"(VNE)+m*(VNCE)
= m" (V) —m" (E)=m"(V—E)
m(V)=m" ( U In) < Zm* (L) = ZK (1)
n=1 n>1 n>1
et ainsi,

m*(V—E)=m"(V)—-m"(E)<e¢
dans le cas ot m (E) = 400 on pose,
E,=[—-n,n]NE

donc,
m (E,) < +oo

en applicant le cas de mesure finie précédent on a,
Ve, >0, 3V, ety E, CV,, m*(V,—E,) <e,
en particulier,

EC UV,

n>1

—m (n%vn - E) = m* (ngl (V, - E)) <> 'm" (v, —E)

n>1

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



3.4 1a mesure extérieure de lebesgue

étant donné que,
V.-ECV,—E,

alors,
m*(V,—E) <m*(V,—E,)

—m" (nL>Jan - E) < an =¢

n>1

cela établit la premiére implication. Pour (2 = 3), par hypothése on a :

Ve, >0, 3V, ety/ E, CV,, m*(V,—E) <¢,

d'ou,
ECV,Vn>21=EC NV,
n>1
ensuite,
m* (,len - E) =m" (nrgl (V, — E)) <m"(V,—E) <eg,
donc,

m'(G—E) < %, Vn € N
I'indice Vn € N* étant.arbitraire, alors :
m*(G—=E)=0

Finalement, pour (3 = 1), écrivons,

AN (ENE) =A, VA€ 2 (R)

— (ANE)U (ANE) =A=m"(A) > m" (ANE)

nous déduisons ainsi que, si E € & (R) vérifie, m* (E) = 0 alors :

m (E)=0=>m"(ANE)=0
de I'inégalité précédente nous obtenons,

m*(A) > m* (ANE)+m" (ANE)
nous avons montré donc,
m (E)=0=—=Ec &y
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en particulier,
m(G-—E)=0—=G—-Ec&;
et du fait que,
G- (G-E)e gy
nous obtenons,

et la preuve est compléte. m
D'une maniére analogue, on démontre pour les classes d'ensembles fermés F €
Ty et les ensembles du type F € Z, les équivalences suivantes,

Proposition 3.4.5 Pour tout sous-ensemble E € & (R) nous avons les équiva-
lences suivantes :

1.
Ee gy
2.
Ve>0,3Fer,/FCE m(E-F)<eg
3.

FeF,/FCE, m(E—F)=0

Preuve. Déduction directe-de Prop 3.4.4-m
Enrassemblant les propositions plus haut, on déduit la caractérisation ¢i-dessous
des ensembles mesurables au sens de Lebesgue,

Proposition 3.4.6 (caractérisation des ensembles mesurables) Soit E un élément
arbitraire appartenant a 2 (R) alors,

Ee &y
si et seulement si :
Ve>0,3Very, JFer, /JFCECV, m"(V-F)<e¢
Preuve. Coséquence directe des propositions Prop 3.4.4 et Prop 3.4.5, en observant

que :
V—F=(V—-E)U(E—-F)

d'ou le résultat. m
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3.4.3 Construction d'un ensemble non-mesurable

Rappelons que nous avons mentionné que l'inclusion £z €% (R) est une inclu-
sion stricte. Cela rend les résultats a priori non triviaux, autrement dit la tribu £,
des ensembles mesurables au sens de Lebesgue n'est pas identique a la tribu gros-
siére 2 (R). Effectivement, pour affirmer ce résultat il est suffisant de construire
un sous-ensemble de R qui n'est pas mesurable au sens de Lebesgue. Une construc-
tion célébre que nous exposons ici est I'ensemble de Zermelo-Vitali, c'est un sous-
ensemble réel non-mesurable obtenu via I'axiome fondamental de 1'analyse et des
approches mathématiques intuitionistes, dit Axiome du choix.

Axiome 3.4.2 (du Choix) Soit € une classe d'ensembles non vide, alors il existe
une application F définie sur 6, qui a tout élément A € 6 associe un élément
F (A) appartenant a A.

6 —F(%)
A—F(A)eA

l'application F est appelée fonction du choix.
Onra alors le Théoréeme,

Théoreme 3.4.3 (Zermelo-Vitali) Nous avons l'assertion,
JPe?(R)/ P&y
autrement dit P n'est pas mesurable au sens de Lebesgue et,

L£xCZ2 (R)

Preuve. Exposé. m

Un autre théoréeme de comparaison entre les classes usuelles de o —algébres et
tribus affirme que l'inclusion B C £; est aussi une inclusion stricte, on a alors le
résultat suivant.

Théoréme 3.4.4 L'inclusion By C £ est stricte (By C L), autrement dit les
tribus By et Ly ne sont pas identiques ; il existe des ensembles mesurables au
sens de Lebesgue sur la droite réelle R qui ne sont pas des boréliens.

Preuve. A faire. m
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3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 Soit f : X — R, avec la donnée des espaces mesurables (X, %) et
(]R, %ﬁ), telque f soit mesurable, montrer que les ensembles {x € X /a < f (x) < B}
sont mesurables Va, 8 € R.

Exercice 3.5.2 Soit (X,X) un espace mesurable, f,g,{f,} des fonctions réelles
définies sur X, montrer les propriétés suivantes :

1. f,g mesurables => sup (f,g) ,inf (f, g) sont mesurables.
2. f mesurable —> { f| est mesurable.

3. | f | est mesurable #> f mesurable.

4. {f,} une suite de fonctions mesurables convergente alors la limite est me-
surable.

Exercice 3.5.3 Soient f, g des fonctions mesurables sur X, montrer que les en-
sembles suivants sont mesurables :

{xex/ f)>g)} {xeX/ f(x)zg()}, {xeXx/ f(x)=g(x)}

Exercice 3.5.4 Soit {f, }, . une suite de fonctions mesurables, montrer que 1'en-
semble-des points x/€ X ou f, (x) est convergente-est un ensemble mesurable.

Exercice 3.5.5 Soit (X,X) un espace mesurable, {E, } .. une suite d'éléfents,de
Z -établir que=

f est mesurable sur E = UlEn < f est mesurable sur E,,¥n € N*
nz

Exercice 3.5.6 Soit f : [0,1] — R,

x,xe€Q

1—x,x¢Q

x— f (x) =

déterminer les points de continuité de f, puis montrer que f est mesurable.

Exercice 3.5.7 Soit (X s 21) et (X s 22) deux espaces mesurables, et f : X —Y,
on dit que f est (%,,%,) mesurable si (VA€ %,, f 1 (A)ex):

1. Notons par € la famille qui engendre %, montrer que :

f est (21,%,) -mesurable < f~'(€) Cc %,
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2. (X,%,),(V,%,),(Z,%,) étant des espaces mesurables, f, g des fonctions
mesurables au sens précédent, avec f : X — Y, g : Y — Z, montrer que
(gof) est (Z,,%;)-mesurable.

Exercice 3.5.8 Soir (X, %) un espace mesurable et f une fonction réelle définie
sur X, montrer que :

f est mesurable <= {x € X/ f (x) > q} est mesurable ¥q € Q.
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Lintégrale de Lebesgue

FAIRE UNE PETITE INTRODUCTION.

4.1 Préliminaires

Nous avons défini au chapitre précédent les fonctions étagées, qui sont des ap-
plications mesurables ne prenant qu'un nombre fini de valeurs distinctes a,, a,,...a,
en observant que,

szaiXAi DA ={xeX,/ 0(x)=e;}, neN’
i=1

Lorsque les constantes a4, a,, ...a, sont distinctes et les ensembles A; sont deux

n
a deux disjoints on dit alors que la représentation 6 = Y.a; Xa, €st une repré-
i=1
sentation canonique de 6. La raison est que, une fonction étagée peut admettre
plusieurs représentations ; soit par exemple :

1.,x=>0

0(x)= -
-1 ,x<0

pour a; = 1 on pose,
Aj={xeR/ x>0}

et a, = —1 on pose,
A, ={xeR/ x <0}
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cela donne une représentation canonique,

0= Xa, = Xa,
cependant pour les ensembles,

B,={xeR/x< -2}
B,={xeR/ —2<x <0}
B,={xeR/ x>0}

on a alors pour ce cas,

0= —XB, — XB, + X3,
donc la représentation canonique exprime une représentation formelle bien défi-
nie. Rappelons aussi que dans la définition des fonctions étagées faite au chapitre
précédent, ces derniéres sont des applications mesurables.

4.2 Intégration des fonctions étagées

Soit (X, %, u) un espace mesuré. Comme premiére étape dans la constructiofi
et définition de l'intégrale de Lebesgue on commence par définir cette derniére
pour la glasse simple.des fonetions étagées, sur.des ensembles mesurables etide
mesures finies. Par la suite on aura besoin de la propriété suivante sur les appli¢a-
tions étagées:

Propesition4.2.1 -Soit 0-(x) une fonction-étagée (mesurable).admettant le§ repré=

sentations
n m
0= Zai a N 0= Zﬁj%sj
i=1 j=1

ou les familles {Ai}lsisn et {Bj}
X, alors :

1<j<m SO des partitions mesurables du référentiel

n m
Zai,u (Ai) = Zﬁj.u (Bj)
i=1 j=1
Preuve. Par définition des fonctions étagées, nous avons :

X=UA A X=
i=1 j

m
YBi
oi {A;} iz, et {B]-} 1<j<m SON des partitions mesurables de X. Considérons la

partition mesurable de X définie par,

{Ai N Bj} 1<i<n

1<j<m
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4.2 intégration des fonctions étagées 71

on a en particulier,

par conséquent,

cela implique,
Zaiu (A) = Zai,u (Ai ﬂB]-)
i=1 ij

De la méme maniére,
m
2.Pw(B)) =2 B (4nB)
j=1 i,j
etant donné que, sur les ensembles (Ai N B]-) les coefficients vérifient a; = f5; on

déduit alors 1'identité,
Zai“’ (Ai) - Zﬁj“’ (Bj)
i=1 j=1

cela achéve la preuve. m
Soit maintenant (X, %, u) un espace mesuré et 6 une application étagée (me-

n
surable) sur X, on considére la représentation canonique de 0 avec 0 = Y. a; Xa,
i=1
en assumant que,

u(A) <+oo,Viel,n, neN*

autrement dit 0 est une fonction nulle sauf sur un ensemble de mesure finie.

Définition 4.2.1 On défini alors l'intégrale de 0 sur l'ensemble X par :

f 0 (x)dp(x) = J 0= ap(A)
X X i=1

Sur les ensembles de mesure finie on a la définition,
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Définition 4.2.2 Soit E € % un ensemble mesurable de mesure finie; et 0 =
n

> Xa, une application étagée mesurable sur X, l'intégrale de 6 sur E est dé-
i=1

finie par,

J Odu = f Oyrdu= Zaiu (A;NE)
E X

i=1

Remarquons que, d'aprés la proposition Prop 4.2.1 les définitions plus haut sont
indépendantes des représentations de 6, et on a aussi par définition,

f du=J xedu = u(E)

Une fois les définitions énongées, on passe alors a mettre en évidence les pro-
priétés de base de I'intégrale des fonctions étagées, dans les différentes propositions
suivantes.

Proposition 4.2.2 Soit E C X, E € X avec u(E) < +o0 et 0,y deux fonctions
étagées mesurables sur X, alors :

J (a9+b1/))d,u=af Gd,u—l-bf Ydu

Preuve. Posons ;
n m
6= ZaiXAi AP = ZﬁjXBj
i=1 j=1

étant donné que,

== Y, = 1= XuB;
i j

des propriétés remarquables des fonctions caractéristiques (voir exercice ( ?) cha-

pitre ( 2)),
n m
Xua, = XuB;, = ZXAi = ZXBj
! ! i=1 j=1
d'oul'on a,
n m
0= D 4 tars, = D Wk,
i=1 j=1 ij
avec,
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de la méme fagcon on obtient,
Y= Zﬁl jXE;
L,J

par conséquent,

af +by = (aa;+bpy) 1,
i,j

et par définition,

J (a0 +byp) du = Z (ac; +bBy) u(E; NE) =
E Ly
= aZ%‘M (BynE)+ bzﬁif“ (B;nE)
i,j L.J
= a;ai,uz (ng (Al ﬂBj N E)) + bgﬁlﬂu (Eij n E)

= aZai,u (A;NE)+ bZ[J’j,u (Bj N E)
i=1 J=l

=aJ 9d,u+bf1/)du
E E

et la preuve est compléte. m

La proposition ¢i-dessus exprime le fait que 1'intégrale de Lebesgue pour cette
famille d'applications est lineaire, on obtiendra une généralisation pour les fonc-
tions mesurables plus loins. En mesure et intégration, on rencontre souvent la no-
tion de presque partout que 1'on définit ici,

Définition 4.2.3 On dit qu'une propriété P est vraie presque partout si, l'ensemble
des points x € X ou P est fausse est de mesure nulle.

Exemple 4.2.1 Soient f : X — Y et g : X — Y deux applications, avec
(X, %, 1) un espace mesuré et (Y, Ty) espace topologique alors,

f=g (u.p-p)

on dit f = g en mesure presque partout, si et seulement si,
p({xex/ f(x)#gx)})=0
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On énonce maintenant d'autres propriétés usuelles de l'intégrale de Lebesgue
pour les fonctions étagées, que nous généraliserons plus loins.

Proposition 4.2.3 Soient 0,1 deux fonctions étagées mesurables sur X, E un élé-
ment de X de mesure finie, alors :

95¢(wnﬂ=ﬁJ}MuSJddu

J\9+¢)dusj|9|du+f|¢|du

f Odu SJ 10 du
E E

Preuve. Pour la premiére assertion on a,
1. Considérons une fonction étagée cw positive presque partout,

@ > 0" (u-p-p)

= u({xeX,/ wlx)<0})=0

par définition,

n
i=1

= J wdu :f wypdu = Zwi,u (A;NE)
E X i

i=1

lorsque, pour l'indice 1 < i < n les constantes verifient w; < 0, on a alors,
{xeX/ wx)=w}C{xeX/ w(x)<0}

= u({xeX/ wx)=w})=0

sachant que, c'est une représentation canonique, autrement dit

alors,
u(A;NE)=0
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deuzo
E

en particulier pour @ = (4 — 0), qui est aussi une application étagée me-
surable, avec la représentation canonique déja exprimée dans la preuve de la
Prop 4.2.2, donnée par :

Y —0= Z (/31']‘ - aij) XE;
i,]

d'aprés ce qui précéde,

nous déduisons ainsi que,

(v—-6)=0 (u-p-p)r»f (Y —0)du>0

de la linearité Prop 4.2.2 on a alors,

deuzj 0du

2. du fait que,
|0 +9f< o1+ |w]

d'aprés (1) et Prop 4.2:2,

J§9+¢{duSJl9ldu+J|¢\du

3. Finalement,

f Odu
E

d'ou le résultat.

a;

u (A NE) =J 10| du
E

n
Zai.u (AiNE)
i=1

n
<2
i=1

4.3 Intégration des fonctions mesurables bornées

Moyennant les définitions et propriétés précédentes sur l'intégration des ap-
plications étagées, on considére maintenant les fonctions mesurables bornées. Le
processus d'intégration étant toujours défini sur un ensemble E € X de mesure
finie.
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Définition 4.3.1 Soit f une fonction réelle bornée définie sur un ensemble E €
3. de mesure finie. On dit que f est intégrable au sens de Lebesgue sur E si et

seulement si,
inf f Ydu | =sup J Odu
Y2\ Jg 0<f \Jg

et on écrit dans ce cas,
J fx)du(x)= J fdu=
E E

(o) (] )

Les bornes supérieures et inférieures sont respectivement étendues aux en-
sembles des fonctions étagées inférieures et supérieures a la fonction f . L'intégrale
de Lebesgue sur la droite réelle R des fonctions mesurables étagées et bornées sur
un ensemble de mesure finie est aussi notée par,

f Qd,uZJ 9(x)d,u(x)=f Q(X)dm(x)zj 0 (x)dx

JfdMZJf(X)du(X)ZJf(X)dm(X)=Jf(X)dx
E E E E

Proposition 4.3.1 Soit f une fonction bornée, définie sur un ensemble de niesure
finie, alors f est mesurable si et seulement si,

g ([ vee) = (o)

Preuve. Par hypothése,
IMEeR,/ |f(x)| <M, Vx€E
pour la nécessité, soit k € Z et —n < k < n on pose,
k k—1
E,={x€E/M—->f(x)>M——
n n
de la proposition Prop 3.1.3 les ensembles E; sont mesurables, on a aussi ;
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en particulier,
n
E = U Ek

k=—n

cela implique,

u(E)= Xn:u(Ek)

k=—n

considérons les fonctions étagées définies par,

M <& M
Yo ()= — D Tk, () A 6,(0)=— > (k= 1)y (x)

k=—n k=—n

clairement on a,

0,(x)<f(x)<yY,(x) ,Vx€E, neN"

alors,
. M <
inf | ydu | < | Yudu=—> ku(E)
v=f E E lez—n
de méme,
M n
sup (f 9d,u) > J 0,du=— Z tk— 1D (E)
0<f E E =
d'ou

0 < inf (f wdu) —sup (f Qd,u) < M,u(E)
¥2f \ Jg 0<f \Jg n

cela étant Vn € N*, par conséquent,

g ([ vee) = (] o)

Réciproquement, assumons que,

gt (] voe) =z (] o)

VneN', Iy, et 6,

cela implique,

telque,

6, () < f (x) <4, (x)
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1
f U)ndM_J Qndu’ <=
E E n

pour ces deux suites, posons :

et,

Y* = infy, A 0*=inf#,

neN* neN*
de la proposition Prop 3.1.5 ¢* et 6* sont mesurables et satisfont,
" ()< f(x)<y(x) ,Yx€E

Soit I'ensemble,
A={x€E/ 0" (x)<y¢*(x)}

définissons les ensembles,
1
A, = {er/ 0" (x) <vY*(x)— ;}
1
Bv = {XGE/ On(x) <¢n(x)_ ;}

de.la double inclusion.on montre aisemment que,

o
A=IUA,

v=1
ensuite,
v
A, CB, et ,u(BV) < -
n

puisque n € N* est arbitraire, alors :

u(A,)=u(B,)=0
nous déduisons donc;
u(A)=0

ce qui nous permet de conclure que,

6" =f=v" (u.p-p)

d'ou f est une fonction mesurable. m

Donc comme observation importante, de la proposition ¢i-dessus, les fonctions
bornées mesurables sont intégrables au sens de Lebesgue et réciproquement. D'une
maniere analogue a l'intégration des applications étagées, nous avons les propriétés
fondamentales suivantes de 1'intégrale des fonctions mesurables bornées.
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Proposition 4.3.2 Soient f et g deux fonctions mesurables bornées sur E € 3. de
mesure finie, alors :

1.
f (af+bg)d,u=af fdu—l—bf gdu
2.
r r
f=g (M-p-p)=>J fdu=J gdu
3.
r r
f<g (wpp)=| fdu<| gdu
JE JE
4.
deu sf |f|du
E E
5.
an(X)Sb=>au(E)SffduSbu(E)
6.

ANB=@ A max(u(A),u(B)) < +oo =

:‘»J fdli:jfdﬁH'deM
AUB A B

Preuve. Nous avons pour chaque assertion,

1. Comme,

oot [) -5 [ o) -2 )

= ainf (J wdu) =ajfd,u ,a>0,a#0
v=f E E

lorsque le paramétre a vérifie a < 0, alors :

J afdu = sup (J Q’du) = sup (J aGd,u) = sup (f (—(—a))@du)
E 0'<af E ab<af E 0>f E
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= (—a)sup (—f Qdu) = ainf (f Gd,u) :af fdu
0=f E 0=f \ Jg E

cela étant, en utilisant proposition Prop 4.3.1. Ensuite en appliquant encore
la propositions Prop 4.3.1 et la Prop 4.2.2 le résultat s'en suit.

2. On utilisant la propriété (1) ci-dessus, il est suffisant d'établir que,

L(f—g)du=0

sachant que,
f-g=0 (upp)=
VY, Y= (f-g)=¥ =0 (u.p.p)
d'aprés Prop 4.2.3,

Jt/)du20=>f (f —g)dp=0

d'une maniere similaire, en utilisant les fonctions étagées inférieures a f et
Prop 4.3.1 on obtient,

L(f—g)duso

3. Démonstration identique au (2).

4. Déduction directe de (3), en utilisant,
—|f[<f <|f|

5. Conséquence similaire de (3).

6. Finalement, pour cette étape on a pour ANB = &,

f fdu=foAUBdu=f (f xa+fxs)du

=foAdu+ffdeu

foledeu
A B

cela acheve la démonstration.

]
La relation (6) dans la proposition plus haut est connue sous le terme célébre
de relation de Chasles dans les propriétés de l'intégrale.
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4.4 Intégration des fonctions mesurables positives

Dans cette section on considére les fonctions mesurables positives quelconques,
non nécéssairement bornées et leur intégration sur des ensembles mesurables ar-
bitraires, non nécéssairement de mesure finie.

Définition 4.4.1 Soit (X , 2, ,u) un espace mesuré, E un élément de % de mesure
arbitraire. Soit f : X — R, une fonction mesurable sur X et positive, l'intégrale
de Lebesgue de f sur E est l'élément de R, fini ou non, définie par :

J fdu= supJ 8du
E 0<f JE

Laborne supérieure étant étendue a I'ensemble des applications étagées (mesu-
rables) positives inférieures ou égales a f . Comme pour les fonctions des sections
précédentes, on a les propriétés usuelles de base suivantes.

Proposition 4.4.1 L'intégrale de Lebesgue des fonctions mesurables positives sa-
tisfait les propriétés suivantes,

1.
[ [
f<g=| fdu=| gdu
VE JE
2.
( [
ECF= | fdu<| fdu
JE JF
3.
VceR, ,J (cf)d,u:cffdu
E E
4.
f(x)=0,\7’x€E=>ffdu:O,‘v’,u(E)EEJr
E
S.

M(E)=o=>de,Fo ,Vf(x)eR,

Preuve. Pour chaque assertion on a,
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1. Nous avons l'inclusion,

{LQdu/GSf}E{LGdu/GSg}

de la définition Def 4.4.1,
= f fdu < J gdu
E E

ECF=>) au(ANE) <> au(ANF)

=>J9d,u§f9d,u , Ve
E F

. Ensuite,

la classe & est I'ensemble des fonctions étagées sur X , encore de la défini-

tion Def 4.4.1 on déduit,
J fdu < J fdu
E F

. Directe, a partir de la définition Def 4.4.1.

. Clairement,

de,u=0f du=0u(E)=0 ,Yu(E)YER,

. Pour tout 8 € & (E) ensemble des applications étagées sur E on a,

J Odu = Zai,u (A;NE)
E i=1

u(E)=0=u(A,NE)=0 ,Vieln
=>J 0du=0 ,Va; €R,
E

finalement, de la définition Def 4.4.1,

de,uzo
E

la preuve est compléte.
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]
Un résultat via la propriété de mesure presque partout est,

Proposition 4.4.2 Soit f : X — R une application réelle mesurable et positive
alors,

f=0 (u.p.p) <=>ffdu=0
E
Preuve. Admettons que, f =0 (u.p.p) alors,

N ={x€E/ f(x)>0}=u(N)=0

soit,
E=(E-A)UN

= fxe=fxe-stfxxs

=>f fxedu =J fxE_Jvdu+J fxdu
X X X

:/foEdu=f (O+fXW)dM:J fdu
X X

N

et d'apres le (5) de Prop 4.4.1,

= f fdu'=-0
E
Réciproquement ; considérons les ensembles,

An={X6E/f(X)2%}
alors,
f(x)Z% ,VxeA, = f(x)> %){An(x) ,Vx €E

d'ou, d'aprés Prop 4.4.1,

1
fz=a, =>nj fdu>u(A,)

E

et a partir de 1'hypothése on obtient,

u(A,) =0 ,VneN"
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ensuite nous avons,
anJlAn ={x€E/ f(x)>0}=A

d'aprés la proposition Prop 3.3.1 sur la convergence des mesures,

Ay EA = U (nglAn) = limu (A,) =0

finalement,
u@A=0=f=0 (u.p.p)

d'ou le résultat. m

4.4.1 Théoreme de convergence monotone

Aprés avoir exposer les bases mathématiques de la théorie de la mesure et I'inté-
gration au sens de Lebesgue, nous arrivons maintenant aux Théoremes célébres de
Lebesgue. Deux résultats fondamentaux sur lesquels cette théorie repose sont les
théorémes de convergence monotone et dominée. Pour démontrer le théoréme
de.convergence monotone nous.aurons besoin de la propriété ci-dessous, que nous
énongons et laissons la preuve comme exercice, dans la section consacrée a_g€s
derniers. Le théoreme de convergence dominée sera établi plus‘loins.

Proposition 4.4.3 Soit (X, %, u) un-espace mesuré, 6-une fonction étagéesurX
et positive alors la fonction d'ensembles,

N Y —R,
E—A(E)= [, 6du

est une mesure positive sur ..
Preuve. Dans la serie d'exercices. m

Théoréme 4.4.1 (Convergence monotone de Lebesgue) Soit {f,}, - une suite

croissante de fonctions mesurables positives sur X qui converge vers la fonction f
en tout point x € X, alors :

lim J fodu= J fdu
n—o0 X X
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Preuve. De I'hypothése,
f,(x)<f(x) ,V¥xe€X,VneN

de Prop 4.4.1,

J fn(x)du(x) < f f()du(x) ,VneN*
X X

en particulier,

limend,qufd,u
n—o0 X X

maintenant, soit 8 une fonction étagée sur X, par définition elle est mesurable,
assumons aussi que 6 est positive et verifie,

O(x)<f(x) ,VxeX
Posons les ensembles,

A, ={xeX/ f,(x)=ab (x)}

ou avest un pramétre réel qui verifie 0 < @ < 1, la suite d'ensembles {A,}, 4. est
alors formée d'ensembles.emboités satisfaisant,

YA =X

n>1

de la proposition Prop 4.4.3, I'application A est une mesure positive. Donc elle
admet la propriété de convergence, autrement dit d'aprés la Prop 3.3.1 on a,

f Odu = limf 6du
X A

n

J afdy < J fadp < f fadu
Ap A, X

= alim f fdu < lim f fodw
X

n—o0

ensuite,

n

=>af Odu < lim f fodu ,Yae]0,1[
X X
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on déduit alors,

f Odu < lim f f.du
X e )x

finalement,

de,UJ:SUpJ 9d,u=>f fdu < limend,u
X 0<f Jx X e Jx

cela acheve la démonstration. m

Dans 1'énongé du théoreme de convergence monotone de Lebesgue Théo 4.4.1,
la convergence de la suite {f,}, .y vers la fonction f sur X est prise dans le sens
ordinaire ou ponctuel, en écrivant :

limf, (x)=f (x) ,¥x €X

d'aprés la proposition Prop 3.1.5 du chapitre (3) la limite f (x) est mesurable sur
X. Le théoréme nous affirme ainsi que,

lim J fodu = f lim f,du = f fdu
n—oo X XTI—>OO X

Une conséquence directe du théoréme dé convergence monotone de Lebesgue,
que nous exprimons par les lettres TCM est la propriété d'additivite totale deflin-
tégrale pour les fonctions mesurables positive. On retrouve un résultat similaire
dansla théorie des series-pour-1'intégration terme' a terme, -mais-avee des condi-
tions beaucoup plus fortes de convergence uniforme de la serie de fonctions.

Proposition 4.4.4 (Additivité de I'intégrale) Soit {f,}, .. une suite de fonctions
mesurables positives sur X, alors :

Preuve. Les fonctions f; : X — R, sont mesurables Vi € N*, du théoréme d'ap-
proximation Théo 3.2.1 nous avons,

VieN*, 30, € ¥ (X), 0.1 /0y — f:

de I'additivité finie de l'intégrale pour les applications étagées Prop 4.2.2 on a,

VneN, ZLfikd‘U': Lgfikd.u
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du TCM Théo 4.4.1 on déduit alors,
> J fidp= J D fidu
i=1 Jx X i=1

une deuxiéme application du TCM nous donne,

iJ fidu=f iﬁ-du
i=1JX X i=1

]

Une autre relation d'additivité totale sur les ensembles deux a deux disjoints,
autrement dit une généralisation de la relation de Chasles pour les intégrales est
la proposition suivante,

Proposition 4.4.5 Soit f : X — R, une fonction positive et mesurable sur X et
{E,} o une suite d'éléments de T deux a deux disjoints, telque :

UE, =E

n>1

alors,

deu=ij fdu

Preuve. Exercice. Déduction immédiate de Prop 4.4.4. m

Le Lemme de Fatou que nous allons établir reste célébre, il est toujour associé
au théoreme de convergence dominée ou le deuxiéme théoreme de Lebesgue, que
nous démontrons plus loins dans la section sur les fonctions sommables. Nous
utiliserons ce lemme pour établir ce drenier.

Lemme 4.4.1 (Fatou) Soir {f,}, .\ une suite de fonctions mesurables positives
sur X, avec f, : X — [0,4+00] ,n € N*, alors :

J limf,du < h_mJ fadu
X b'e

Preuve. Etant donné que,

igffk ka ;Van
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de la proposition Prop 4.4.1,

f ]igffkdu < J fidu ,Vk>n
" X

< ian fidu ,VneN*
k=n X

< sup (inff fkdu) =1i_mf fadu
neN* \ k=n X X

maintenant de la Prop 3.1.5, { l{nf fk} est une suite croissante de fonctions positives
>n

mesurables, du TCM Théo 4.4.1 nous avons alors,

f lim (,{Effk) du= limf ’inffkdu
x 2n n—o0 x 2n

< li_mJ fadu
X
d'on,
f limfpdy < h_mf fnd
X X

le résultat s'en suit. m
Une variante du théoreme de convergence monotone;TCM-de-Lebesgueypour
les suite décroissantes est la suivante, nous la laissons comme exercice.

Proposition 4.4.6 Soir {f,} .. une suite de fonctions mesurables positives sur
X. On suppose que la suite est décroissante et converge vers f (x), Vx € X alors,

f f () dpa(x) < +o0 => lim f fal) du(x) = f f () dp(x)

Preuve. Exercice. Application directe du TCM Théo 4.4.1 de Lebesgue. m

4.5 Les Fonctions Sommables

Observons que dans l'integration au sens de Lebesgue, nous avons procédé
par étape, nous avons d'abords introduit l'integrale des fonctions étagées aves les
différentes propriétés inéhrentes a ces derniéres, puis l'intégration des fonctions
mesurables et bornées sur des ensembles de mesures finies. Ensuite 1'intégrale
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des fonctions positives mesurables sur des ensembles mesurables de mesures arbi-
traires. Evidemment, avec les démonstrations extensives des différentes propriétés
exposées au fur et a mesure dans notre analyse. Dans cette section le concept de
fonction sommable va nous permettre d'étendre 1'intégrale au sens de Lebesgue
pour les fonctions mesurables arbitraires sur X. Et finalement établir le deuxiéme
théoréme de Lebesgue, dit théoréme de convergence dominée que 1'on écrit par
TCD.

Définition 4.5.1 Soit (X, 3, u) un espace mesuré, et f une fonction mesurable

positive sur X, soit E € @ (X) un ensemble mesurable, on dit alors que f est
sommable sur E si,

de,u<+oo
E

Une propriété de caractérisation fondamentale des fonctions sommables est
donnée dans la proposition suivante,

Proposition 4.5.1 Soit f : X — R, une fonction positive et mesurable sur X et
E € @ (X) un ensemble mesurable. Alors f est sommable sur E si et seulement si,

il existe une suite {0,}, . croissante de fonctions étagées positives et sommables
qui converge vers f telque,

n—00

lim f 0,du < +o0
E

et dans ce cas on a,

f fdu = supj Odu = lim f 0.du
E 0<f JE e JE
Preuve. Nécessité, Admettons que f est sommable,
J fdu < 400
E

du théoréeme d'approximation des fonctions mesurables positives Théo 3.2.1 on a,
{0} e €S (E), 6,20, 6,1 /0, <f ,VneN

et telque,
lim6,(x)=f(x) ,Vx€E
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par conséquent,

f Qnd,usjfd,u ,VneN*
E E

donc les éléments de la suite {Gn}new sont sommables, en particulier,
lim j 0.,du < 400
n—oo B

La suite fE 0. du étant croissante et majorée, lim fE 0, du existe. finalement,
n—o0

ffduZSUPJ Odu = limf 0.du
E 0<f JE e JE

La réciproque est évidente, en utilisant TCM, le théoréme de convergence mono-
tone de Lebesgue Théo 4.4.1. m

Nous aurons besoin du résultat ¢i-dessous afin de pouvoir établir certaines pro-
priétés de base pour les applications sommables,

Proposition 4.5.2 Soit E € & un ensemble mesurable, et
f:E—TR,
une fonction sommable alors,
Wlpi)rioﬁf (x)dufx)=0
Preuve. Montrons en utilisant la définition de la limite que :

Ve>0,35>O/VFcE,FeE,u(F)<5=>ff(x)du(x)<g
F

On considére la suite des coupures suivantes,

fG), fx)=<n

n ,fx)>n

fa(x) =

la suite {f,},cy est croissante, formée de fonctions mesurables, du TCM de Le-
besgue Théo 4.4.1,

nlijglof fn(X)du(X)=deu< +00
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du critére de convergence on a,

Ve >0, In, €N/ anodu>ffdu—£
F F 2

sachant que,

f frodit < nou (F)
F
alors, pour le choix de,
€
F)< -
nou (F) 5
ce qui est équivalent a,
€
u(F)<o=-—
2n,
on obtient,
Jf(X)du(X)<8
F

d'ou le résultat. m

La proposition Prop 4.5.2 ci-dessus exprime le fait que, 1'intégrale de Lebesgue
est absolument continue par rapport aux fonctions positives, mesurables et som-
mables:

4.5.1 Théoreme de Convergence Dominée

Maintenant, on peut étendre 1'intégrale de Lebesgue aux classes quelconques
de fonctions mesurables réelles par l'intermédiaire des fonctions sommables, on
procéde comme suit,

Définition 4.5.2 Soit (X,%,u) un espace mesuré et f : X —> R une fonction
mesurable sur X. On dit alors que f est sommable sur E € ¥, si et seulement si
les fonctions :

f+:{f’2+f A f

sont sommables sur E, dans ce cas on pose,

ffdu=Jf+du—Jf‘du
E E E

Les fonctions f* et f ~ sont appelées les enveloppes positives de 'application
f, ce sont des fonctions mesurables d'aprés les résultats du chapitre (2), elles sont
aussi positives et verifient l'identité f = f* — f~. Exposons ensuite les propriétés
fondamentales des fonctions sommables.

-
2
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Proposition 4.5.3 Soit E € X et f une fonction sommable sur E, alors | f ‘ est

sommable et,
.[fdu SJ.UWdu
E E

Preuve. Exercice, direct de Prop 4.4.4. m

Remarque 4.5.1 Lorsque | f | est sommable cela n'imlique point que f est som-
mable. D'aprés les résultats du chapitre (2) Exercice( ?) il se peut que f ne soit pas
mesurable. En revanche si | f | est sommable et f mesurable cela implique alors
que f est sommable.

Proposition 4.5.4 Soient f et g deux fonctions sommables sur E € % alors les
fonctions (af ) ,a €Ret (f + g) sont sommables et

fafdu=affdu A f (f+g)du=ffdu+J gdu

Preuve. Démonstration directe a partir des définitions. m

La propriété ¢i-dessus exprime la linéarité de I'intégrale de Lebesgue pour les
applications sommables. Une fois les définitions et quelques propriétés des fone-
tions sommables établies nous somme en mesure maintenant d'énonger et démon#
trer le deuxiéme théoréme de Lebesgue, ditthéoreme de convergence dominéé de
Lebesgue, qu'on écrit TCD.

Théoréme 4.5.1 (Convergence dominée de Lebesgue) Soir {f,,}, o\ une'suite dé
fonctions mesurables sur X convergeant ponctuellement vers la fonction f sur X.
Soit g une fonction positive et sommable telque,

fu(x)|<g(x) ,VxeX, VneN

alors la limite f est sommable sur X et on a :

lim
n—moo

fo=fldu=0 A mﬂfﬁﬂu=ffML
X e X X

Preuve. Etant donné que,

fn(x)| <g(x) ,VxeX, VneN"

donc ’ f | qui est mesurable est aussi sommable. On note aussi que les fonctions
suivantes sont toutes positives et mesurables,

fn_f

2g — ,VneN*
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du lemme de Fatou Lemme 4.4.1 on a alors,

f2gdu=J lim (2g —
X X

shmj(%r-ﬁ—fDdu
X

foomea
X X

nous déduisons de cela que,

—EEJ
X

::osmgfmffwusﬁﬁfmﬁfwuso

fo=f|) du

fg—fldu)

fn—f\du20=>EJ fa—fldu<o

lim
n—umo

fo=fldu=0

Finalement de Prop 4.5.3,

andu—deu SJ
X X X

par conséquent de la limite précédente on déduit directement,

lim ffndu=J fdu
n—oo X X

fo— fldu

L(fn—f)du

la preuve est achevée. m

4.6 Exercices

Exercice 4.6.1 Soir (X, %, ) un espace mesuré et E € %, montrer que l'applica-
tion,
¥ —R
A "
A— A(A)=u(ANE)

est une mesure Sur 2.
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Exercice 4.6.2 Etablir les propriétés suivantes :

1.
Xe®?R) ,XEN=m"(X)=0

E€eP?R) m(E)y=0=—=Ec£;,(A) m(E)=0

3. On assume que, E € £ ,(A) m(E) =0, montrer que :
VAe # (R),ACE=—=Ae€L;,(A) m(A)=0
4. Méme question pour,
VAe Z (R) ,m"(A)=m"(AUE)=m"(A—E)

Exercice 4.6.3 Considérer les preuves détaillées aux questions suivantes :

1. Montrer que le compacte [0, 1] est mesurable au sens de Lebesgue.
2. Utiliser la définition pour calculer m([0,1]).
3. En déduire que [0,1] 2 N.

4. Généraliser les.résultats ¢i-dessus aux compactes [a, b].
Exercice 4.6:4-Soit (X, %, u) un espacé mesuré, montrer identité :
VA,B € X2 u(A) +u(B)= u(ANB) + u(AuB)

Exercice 4.6.5 Soit la famille J des intervalles de la droite réelle R,J C & (R) .
Etablir que :
Vied, m"(I)=L()

Exercice 4.6.6 Soit (X, %, u) un espace mesuré et {A,} _\» une suite d'éléments
de %, montrer que :

1.
p (limA, ) <limu (A,)
2.
U ( L>JlAn) <+oo=>u (mAn) > limu (A,)
3.

uX) < +oo=>,u( lim An) = lim p(A,)
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Les Mesures Produit et Théoréme de Tonelli-Fubini

Dans ce chapitre nous présentons les méthodes constructives pour définir les
espaces mesurés produits, les mesures produits sur ces espaces et les espaces me-
surés produits associés. Dans ce contexte le résultat fondamental pour ces espaces
produits est le Théoréme fondamental de Tonelli-Fubini qui nous permet d'in-
tervertir l'ordre d'intégration dans les intégrales double et d'évaluer ces derniere
par l'intermédiaire d'intégrales simples.Dans les cours d'analyse et de mathéma-
tiques-appliguées-cette procédure est souventautilisée-et admiseparnos étudiants.
Nous donnons donc ici dans les détails la démonstration de ce Théoreme dans son
contexte naturel de la théoric de 1a mesure et de I'intégration ou il a €t€ développe.

5.1 Produit d'espaces mesurables

Donnons les définitions suivantes,

Définition 5.1.1 Soient (X, %) et (X, ,) deux espaces mesurables. les rectangles
mesurables sont les sous-ensembles AX B du produit cartésien X XY tel que A € ¥,
et B € X, autrement dit A et B sont respectivement des ensembles mesurables de
>, et X,. Toute réunion finie de rectangles mesurables est appelée pavé élémen-
taire.

Définition 5.1.2 Soit la famille des rectangles mesurables,
R={AXBCXXY/AEX, et BEL,}

par définition la o-algébre engendrée par la famille des rectangles mesurables est
notée,
Y XX, =0 (%)

et l'espace mesurable produit est le couple (X X Y, X I,) .
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Selon les formules usuelles des ensembles produits cartésiens, rappelons les
propriétés suivantes,

[a] : (A, xA,) N (B, xB,) = (A, NB,) x (A,NB,)
[b]:(AxB)=(AxB)U(AxB)U(AxB)
nous déduisons alors que si ./, et ./, sont deux algebres alors .«/; X .o/, n'est pas
une algebre de rectangles. On montre toute fois que c'est une semi-algebre ( voir

exercices). Néanmoins la proposition suivante valide cette propriété pour les pavés
mesurables.

Proposition 5.1.1 Tout pavé élémentaire est une réunion disjointe de rectangles
mesurables et la classe des pavés élémentaires de P (X X Y) est une algébre.

Preuve. La démonstration est identique a la proposition Prop 2.1.3. Soit
n
Y (A X Ay)
un pavé élémentaire, on a
Vi=1n, A; XA, €5, X2,

alors, la réunion disjointe

définie par,
n—1
B, = (A xAy) = M (A X Ay)

vérifie exactement
n n
U (A; xAy) = UB;
i=1 i=1

il reste uniquement a vérifier que V1 < i < n les éléments B; sont des rectangles
mesurables. En effet d'aprés les relations [a] et [b] plus haut, toute réunion de
pavés élémentaires est un pavé élémentaire et encore de [a] et [b] la famille est
fermée pour la complémentation. m

Nous avons ensuite les définitions suivantes des coupures.

Définition 5.1.3 SoitE € # (X x Y) et (x,y) unpoint de X XY . Alors la coupure
de E selon x € X est le sous-ensemble E,, € & (Y) défini par,

E,.={yeY/ (x,y) €E}
et celle donnée selon 'y €Y est E, € P (X) définie par

E,={xeX/ (x,y) €E}

©-2015 A.Abdessemed/Mesure-Integration



5.1 produit d'espaces mesurables 97

on a la proposition suivante,

Proposition 5.1.2 Les coupures selon x et y des ensembles mesurables sont me-
surables, autrement dit,
VEeX, XL,

E,€Y%,,Vx€X e E, €%,,VyeyY

Preuve. Soit E € ©; X %, un ensemble mesurable. Pour établir la proposition il
esy suffisant d'admettre que E est des types suivants :

[1] :E:Ei:AiXBilAiezliBiGZZ
[2]:E=E;
[3]:E= UE
i1
[4] :E:iglEi

ou les E; représentent des rectangles mesurables. En effet, étant donné que la
classe d'éléments de & (X x Y) qui vérifie [1],[2],[3], [4] est une o —algebre
qui contient les rectangles mesurables, alors par définition cette classe contient
2., X 23,. Ensuite.a partir des définitionssnous.avons.les propriétés suivantes,

x5, ) = 26 (%, ¥)
(E)x S (Ex)
(VEq), = U (o),
nous déduisons donc, pour le type [1],

E=E=AXB,A€%,,Bex,

VxeX,E,={yeY/ (x,y) €E} =(AxB),

x€A=>E =B
:EXEZZ
X¢A—E =0

pour le type [2], E = (A X B), alors
E, = (AxB)_= ((AxB) U (AxB) U (AxB)).
= (EXB)XU (Z\xE)xU (AXE)X
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d'aprés la propriété [1] précédente nous déduisons que E, € %,.

[3] : lorsque E = .L>JlEl- on a
xe, (V) = e (% ¥) =295 (6, 5) =

= supys, (x,5) = supx(z). (¥)

ieN* ieN
dans cette étape nous avons utilisé la propriété de la réunion disjointe Prop 2.1.3 du
chapitre II. D"aprés [1] tous les (E;), € &,, par conséquent les X(g,), Sont toutes
des fonctions mesurables d'aprés Prop 3.1.5 sup X(g), €St mesurable, en particulier
jent - X

Xg, fonction mesurable = E, € ¥,

[4] : pour le type E = 'D1Ei’ on écrit
xe, (V) = e (x.¥) =205 (6, 5) =

B inXEl. (X; y) a llergix(El)x (y)

ieN*
d'une maniére analogue on conclu que E ~€_ >, Finalement, on_établit par.un:
raisonnement symétrique pour les coupures selon y que Vy €Y, E, € ;. ' ®&
Nous aurons besoin aussi des coupures de fonctions dites fonctions partielles,
dont la définition et la mesurabilité est donnée par la proposition ¢i-dessous,

Proposition 5.1.3 Soit f une fonction mesurable définie sur l'espace mesurable
(X X Y,%, X ,) dans l'espace topologique (Z, 7). Pour xoy €X et y, €Y fixés,
on définit les fonctions dites partielles,

f ' Y —Z7
Yy —f () =f (x0y)
et
X —Z
fJ/O

' y—)fyo(x):f(xx.yO)

alors f, et f, sont mesurables.
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Preuve. Etant donné que f est mesurable, alors pour tout ouvert V € 7, l'en-
semble,

E={(x,y)€eXxY/ f(x,y)eV}=Ff1(V)

est mesurable. du fait que nous avons :

E.,={y€Y/ (x0,y) €E} =
={yeY/ f(x,y) €V}=f(V)

alors de la proposition précédente Prop 5.1.2 la fonction f, est mesurable. De la
méme maniére on montre que f), est mesurable. W

5.2 Les classes monotones et les mesures o —finies

On peut retrouver plusieures approches pour la démonstration des théoremes
de Fubini et de Tonelli dans différentes reférences standards sur le sujet, cependant
l'approche par les classes monotones remonte a P.R.Halmos dans [], elle est restée
donc classique est usuelle dans le domaine.

Définition 5.2.1 Soit X un ensemble arbitraire et M une famille de sous ensembles
de X, on dit que M est une classe monotone si :

1
v {An}neN €M, A” T= ngNA" 87
v {An}neN ceM, A= nQNAn Sp/4

Les notations A, T et A, | sont respectivement pour les suites croissantes et
décroissantes d'éléments de la classe .# . Nous avons alors les propriétés suivantes,

Proposition 5.2.1 Toute o —algeébre est une classe monotone ; l'intersection arbi-
traire de classes monotones est une classe monotone,

NAM; =M
Preuve. Exercice m

Proposition 5.2.2 Soit .of une algebre d'ensembles alors .of est une o—algebre
si et seulement si .o/ est une classe monotone.

Preuve. Exercice m
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Proposition 5.2.3 Soit .</ une algebre d'ensembles, alors nous avons l'identité des
classes,

o(d)=M(A)

Preuve. De la proposition Prop 5.2.1, o (&) et . (.o/) sont des classes mono-
tones en particulier nous avons,

M(H)Co(A)

Montrons ensuite l'autre inclusion. Pour cela il est suffisant d'établir que . (.«f)
est une o —algebre. Et de la proposition Prop 5.2.2 il est suffisant d'établir que
M () est une algebre. Posons pour E € /4 (o) :

My={Fe M(d)/ E—F F—E,andENF e /4 ()}
on verifie aisemment que,

[1] : 4 est une classe monotone
[2]:Fe My < Ec<c My
Bl:Eed = .o C My M ()

en particulier,

M) C Ay

et donc
My =M ()

ensuite d'aprés [3] ci-dessus,
VAe o, Ac M (A)et M= (L)

d'ou :
VBe #(o)=—>Be< . #,

et selon la relation [2] cela implique que,
Ae My

nous concluons ainsi que,
o C My

et un raisonnement analogue a [3] on déduit que,
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en conclusion, si :
Ae # () etBe H ()

alors,
A€ My etBe M,

de la définition de .#, et 4 , nous vérifions aisemment que,

A—B,B—A ANBe 4 ()
DetX € M(A)

d'ou . (/) est une algebre. Des observations faites au début ./ (.« ) est alors
une o —algebre et vérifie bien,

M(F)=0(A)

cela acheéve la démonstration. m
Maintenant nous allons définir les mesures o —finies,

Définition 5.2.2 Soit (X, %, u) un espace mesuré, la mesure y est dite finie si
u(X) < +o0. Elle est dite o —finie si le référentiel X est une réunion dénombrable
d'ensembles de mesures finies.

Comme exemple, sur I'espace mesuré de Lebesgue (R, B, m) la mesure m de
Lebesgue est' o —finie. La mesute u de comptage ou de-dénombrement sur, un
ensemble-non-dénombrable n'est pas o —finie:--Maintenant, pour définir la mesure
produit sur I'espace mesurable (X X Y,%; X X,) nous aurons besoin du Lemme
fondamental suivant,

Lemme 5.2.1 Soient (X, %1, u;) et (X, Xy, Uy) deux espaces mesurés o —finis et
E € 3, X X, un ensemble mesurable. Alors, les fonctions f et g suivantes :

. X —R,
Cx— f (X)) =y (Ey)
Y —R,
g:
y—2g () =wm(E)

sont respectivement mesurables par rapport a %, et 3,, et verifient
J f(x)duy, :f g (J’) du,
X Y
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et si E est un rectangle mesurable de la forme A X B alors,

f f(x)du, :f g (J’) duy =ty (A).uy (B)
X Y

Preuve. Nous procédons a la démonstration en plusieures étapes :

1ére—étape SiE=AXB,alors:

us(B) , x €A

f)=u,((AxB),) =
0,x¢A

= f (x) =uy(B) xa(x)

donc f est mesurable sur ¥;. D'une maniére analogue g est mesurable sur
>,. Et nous avons dans ce cas,

f f(x)du,y :f Uy (B) xa(x)duy (x) =y (A) .uy (B) =
X X

:f g(y) du2=f 1 (A) xp (v) dps (v)

Y

2¢me_gtape On assume qgue Te lemme est valide pour une suite croissante {E, }, d€lé-
ments de 2; X X,. Et on établit ce dernier pour les réunions dénonibrables
E= W_E . On pose:

neN*

fa () =, ((En)x) etg, (v) = ((En)y)

par hypothéses toutes les fonctions f, et g, sont mesurables et vérifient,

an(X)dul(X)=J g (v)dus ()

sachant que,
(En)x g (En+1)x —0 S fn (X) S fn+1 (X)

en utilisant le théoréme sur la convergence des mesures positives Prop 3.3.1
on obtient,

lim £,00) = lim g, ((8,),) =4 (U, (B, ) =

n((g.5) ) =5
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-étape

et ainsi, d'aprés le théoréme de convergence monotone de Lebesgue (TCM)
et un raisonnement analogue sur les fonctions g, (y) nous déduisons,

Jf(X)dul (X)=J g (y)du, (¥)

les fonctions limites f et g sont toutes les deux mesurables Prop 3.1.5.

On assume cette fois que le lemme est valide pour toute suite {E, }. d'é1é-
ments de X; X X, deux a deux disjoints, et on montre qu'il reste valide pour

la réunion E = U E,. Posons :
neN*

fu = (G (B),) e, ) = (8, (8),)

clairement :

et une suite croissante, et
n
E = U En = U U Ei
neN* n>1

avec,

f fa () duy (x)=ij Yo ((Ei)x) du, (x)
= ZL w ((E),) dus (¥)
=J & (v) du, ()

cela étant Vn € N*. De la deuxiéme étape nous concluons alors que,

f )=y ((B),) etg () = ((B),)

sont des fonctions mesurables et verifient,

ff(X)dul (X)zf g (y)du, (y)

De cette étape et de I'étape n° (1), et de 1'intermédiaire de la Prop 5.1.1, nous
déduisons que le lemme est valide pour la famille des pavés élémentaires
mesurables.
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4°me_gtape Dans cette partie on suppose que le lemme reste valide pour les suites dé-
croissantes {E, }, d'éléments de &; X T, tel que :

E, CAXx B et max (u; (A),u,(B)) <+o0

montrons que ce dernier reste valide pour les intersections, E = N E, . Ecri-
neN*
vons :

fn (X) = Uy ((En)x) et &n (y) = U ((En)y)
sachant que,
(ETH-l)X g (En)x et (El)x g (A X B)x

alors,

25 ((El)x) < u, ((AxB),)
=y (B) ya(x) <400, VxeX

de plus Vn € N*, nous avons :
o ((51),) dis (0 < f s (A% B),) ds, (x)
X X

:J s (B) g4 () du; ()
X
= Uy (B)M1 (A) < 400

nos conditions étant réunies, d'aprés le théoreme sur la convergence des me-
sures pour les suites décroissantes Prop 3.3.2 et le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue (TCD) nous concluons que,

f f ) du, (x) =J g (y)du, (¥)

f () =y, ((QNE)X) et g (x) = ((QNE))

5¢me_gtape Soit E € %, X X, un ensemble mesurable, u,, U, étant o —finies notons :

En,=ENn(X,xY,); mneN

tel que,
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et
max (U (X,) sty (Yn)) <4005 Vm,ne N

définissons la classe,
M={E€x, x%, /P(E,,) Vm,neN}
c'est la famille des E € %, X X, qui verifient la propriété P (E,,,) suivante :
{les ensembles E,,, verifient le lemme Vm,n € N*}

Les étapes (2) et (4) impliquent que la famille .# est une classe monotone.
L'étape (3) indique que . contient les pavés élémentaires, et de la propo-
sition Prop 5.2.3, on a

XXX, S/

d'ou I'on conclu que,
TiXEy =M

Finalement, soit E € %; X %, alors,
E€c M =P (E,,) Ym,neN"
cependant, d'aprés 1'étape (3) on sait que,
P(E,.) Vmn e N* =P (E)
autrement dit E verifie la propriét€ P qui est le lemme, ou nous avons :

E= U_E,;

m,neN*

telque,
Eiijmnzg; Vl¢m:]7én

la démonstration du lemme est ainsi compléte.

|
On peut énoncer maintenant la définition de la mesure produit par,

Définition 5.2.3 Soient (X, %, u1) et (X, 5,, 1y) deux espaces mesurés o —finis,
on définit la mesure produit sur 3, X X, par l'application :

¥ XX, — R,
My X Uy
E— py X u, (E)

telque,

Luz (E.)du, = L u, (E,) dus,
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La définition Def 5.2.3, repose essentiellement sur le lemme fondamental Lemme
5.2.1, ce dernier assert que les fonctions positives u, (E y) et u, (E,) définies res-
pectivement sur X et Y sont mesurables, donc intégrables de Lebesgue et les deux
intégrales dans la définition sont identiques. Nous avons ensuite les propriétés sui-
vantes de l'application p; X .

Proposition 5.2.4 L'application u, X u, est une mesure positive et o —finie sur la
Tribue ou o —algébre ¥, X X,

Preuve. L'application d'ensembles u; X u, est positive, de la proposition Prop
4.4.5 sur 'additivité totale de l'intégrale de Lebesgue pour les ensembles deux a
deux disjoints nous déduisons que u; X u, est c—additive ou admet la propriété
d'additivité dénombrable. Ensuite, u; X u, est o—finie, puisque,

XXY= U (X,xY,)

neN*

cela implique,
U1 X 25 (Xn X Yn) = f Us ((Xn X Yn)x) d:“‘l
X

— f 2% (Yn) Xx, () du, (x)

= 15 (%,) i1 (X,) < oo

=
Nous arrivons enfin a la définition de 1'espace mesuré produit ¢i-dessous;

Définition 5.2.4 Soient (X, %1, u,) et (X, 5,, Uy) deux espaces mesurés et o —finis,
alors l'espace mesuré produit et o —fini est donné par le triplet (X X Y, 1 X Ty, g X Uy).

5.3 Théoréme de Tonelli-Fubini

Plus tards nous ferons une introduction historique sur I'appelation de ce théo-
reme qui malgrés les travaux des deux auteurs italiens ne fait cependant pas I'una-
nimité dans beaucoups de références standards sur l'appelation du dit théoeeme
Tonelli ou bien Fubini. Nous présentons le théoréme de Tonelli pour les fonctions
positives en s'inspirant des références [ ], [], [], ensuite le théoréme de Fubini pour
les fonctions sommables qui devient une conséquence de celui de Tonelli. Dans ce
contexte le théoreme de Fubini est complet passant par les fonctions positives aux
fonctions sommables, de ce point de vue les deux auteurs méritent citations pour
leurs travaux indépendants.
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Théoréme 5.3.1 (Tonelli) Soient (X,%,u;) et (X, 2, U,) deux espaces mesu-
rés o—finis et f une fonction positive mesurable sur X x Y a valeurs dans R,
alors les fonctions :

f(x) =J fo(y)duy erg (y) =J fy, () du,

sont respectivement mesurables par rapport aux o —algeébres 3, et .,, et vérifient

la formule
J f(ey) duy X py =f (J fe () duz) du
XxY x \Jy

= J (f fy (x)dm) du,

Preuve. Considérons d'abords le cas ou f est une fonction caractéristique f = yp
ou E € X; X X,. Des définitions des coupures de fonctions et d'ensembles nous
tirons les propriétés suivantes,

fx:XEx et fy:XEy
avee,

f xe (X, y) duy X gy = iy X g (E)
XxXY

deTa définition Def 5.2.3 de u; X u, dont I'existence et les proptiétés sont données
par Lemme 5.2.1 et Prop 5.2.4 nous obtenons,

J xe (x,y) duy XH2:J s (Ex)dps = | py (Ey) dy
XxY b'e Y

_ J U xExduz) du,
_ J ( f xEydul) ap,

le résultat est donc établit pour les fonctions caractéristiques d'ensembles mesu-
n
rables. Assumons maintenant que f est une fonction simple ou étagée f = >_ XE,

i=1
on a alors,

fe= iwca)x ot fy = Zn:“ix(my
i=1 i=1
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de I'additivité finie de l'intégrale on obtient directement le résultat, a savoir

J f(x,y)duy X uy =J U fxduz) du,
:J (J fyd‘u’l) dnu‘Z

Lorsque f est une fonction mesurable positive du Théoreme Thm 3.2.1 sur l'ap-
proximation de telles fonctions par des fonctions étagées alors, on a

s, }ar €S XY), s, >0ets, T

les fonctions s, (x, y) sont aussi toutes mesurables et telque :
li =
lim s, (x,5) = f (x,7)

nous aurons ainsi,

nysn (x,¥) dpy X py = L (L (50), duz) du,
(e )o

(sn)x—)fx et (sn)xT
(Sn)y _>fy et (Sn)yT

du théoreme de convergence monotone de Lebesgue (TCM) on aura,

Jim J (50), duy = J fydp =g (¥)
X X

sachant que,

n—:

hmooj (Sn)x dAU’Z = f fxd.uz :f (X)
Y Y

et en appliquant le théoreme de convergence monotone une seconde fois on déduit

que,
f f(x,y)duy X u, =J U fe (¥) duz) du,
:J (J fy (X)d.ul) du,
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et le théoréme est démontré. m

On démontre aussi indépendemment et en utilisant les étapes respectées dans le
théoreme de Tonelli le théoreme célébre dit de Fubini suivant. Dans notre approche
nous l'avons présenté comme conséquence.

Théoréme 5.3.2 (Fubini) Soient (X, %1, ) er (X, 2,5, uy) deux espaces mesi-
rés o—finis et f une fonction sommable sur X X Y a valeurs dans R, , alors les
fonctions :

f(x) =J fo (¥)duy erg (y) =J fy, (xX)dy,

sont respectivement mesurables par rapport aux o —algébres ., et 2,, et vérifient

l'identité
J f(X,Y)dPhXHz:J (J fx(J/)d.uz) du,
XxXY x \Jy

= J U fy (X)dm) du,

Preuve. Déduction directe de la définition et du théoréme Thm 5.3.1 de Tonelli. m

Les coupures f, et f, de la fonction f (2c5y) sont données par rapportraux
paramétres x €ty fixés respectivement dans f, et f;,.De ce fait, en pratique et dans
les applications une fois que cette observation est faite, Ie Théoreme de Tonelli-
Fubini est usuellement utilisé ‘sous la forme standard-:

nyf(x’y)dul X“ZZJX ny(x’J’) dp, (y))dul(X)

- JY (Lf (¢, y) duy (x)) dus ()
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