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Avant propos

Ce document a été destiné aux étudiants de deuxiéme année des filieres
scientifiques techniques des universités et écoles d’ ingénieurs d’ Algérie. 1l répond au
programme officiel du module « Vibrations et Ondes mécaniques» enseignés en
deuxiéme année des filiéres Sciences et techniques et Sciences de la matiere.

Ce manuel contient une série de problemes liés aux phénomeénes de vibrations
et de propagation des ondes mécaniques avec un rappel de cours.

Le manuscrit est divisé en deux grandes parties, vibrations et ondes mécaniques
réparties en sept chapitres. Le premier porte sur |’ utilisation du formalise de Lagrange
pour décrire les oscillations des systemes physiques. L’ étude des oscillations linéaires
(de faible amplitude) libres des systémes a un degré de liberté est présentée dans le
chapitre deux. Le troisiéme chapitre traite le mouvement amorti qui prend en compte
les forces de frottements de viscosité proportionnelles ala vitesse du mobile.

La notion de résonance _consacrée aux oscillations forcées est présentéenau
guatrieme chapitre. Le cinquiéme chapitre sur lesvibrations aux plusieurs degrés de
liberté. Les analogies entre les systémes éectriques et mécaniques sont présenteesies
cing chapitres.

Le deuxieme volet du programme recommande d'introduire I’initiation des
phénomenes liés a la propagation des ondes mécaniques dans différents milieux

matériels. A cet effet nous avons prisle, comme le modéle de la corde vibrante.
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Nomenclature

p(t) Coordonnées généralisées

E;

<

Energie totale du systeme

Energie Cinétigue du systeme

Energie Cinétigue moyenne du systéme
Energie potentielle su systéme
Lagrangien du systeme

Action du systéme

Forces extérieures appliquées au systeme
Moments extérieurs appliqués au systéme
Pul sation propre-du mouvement libre
Amplitude

Déphasage

Période propre du mouvement libre

Constante de raideur du ressort
Constante de torsion

Moment d'inertie

Rayon d’un disque

Masse d' un systeme
Coordonnées du systeme

Vitesse du déplacement



Lind

u(t)

—h

fr

f(t)

0

Masse volumique

L ongueur du ressort

Longueur du ressort avide

Pression du gaz al’ équilibre

Volumedu gaz al’ équilibre

Tranche d’ éément entre les positions X et x+dx
Capacite éectrique

Capacité électrique

Charge qui circule dans e circuit

Tension d’ alimentation

Force de frottement

Coefficient de frottement

Facteur d’ amortissement

Pseudo Pulsation du mouvement faiblement amorti
Pseudo Période du mouvement faiblement amorti
Force extérieure appliguée au systeme

Pulsation Force extérieure appliquée au systeme

p,(t) Solution genérale du mouvement force

p,(t)Solution particuliére

Q

r

Pulsation de résonance du mouvement forcé

Q,,0,Pulsation de coupure en régime force

Aw

Bande passante



N

Xs

Facteur de quaité
Impédance

Masse linéique de la corde
Masse surfacique

Tension de lacorde
Tension linéaire
Constante de Y oung

Longueur d' onde
Vecteur d' onde
Vitesse de propagation

Coefficient de compressibilité
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations

PARTIE |
VIBRATIONS

Chapitre 1:

Généralités sur lesoscillations
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations

Rappel théorigque:

Lavibration est un phénomene physique oscillatoire d’ un corps en mouvement
autour de saposition d’équilibre.

Parmi les mouvements mecaniques les plus variés, il existe des mouvements qui
se répétent : les battements du ceeur, le mouvement d'une balancoire, le
mouvement alternatif des pistons d'un moteur a explosion. Tous ces
mouvements ont un trait commun : une répétition du mouvement sur un cycle.
Un cycle est une suite ininterrompue de mouvements ou de phénomenes qui se
renouvellent toujours dans le méme ordre. Prenez a titre d'exemple le cycle a
guatre temps d'un moteur a explosion. Un cycle complet comprend quatre
étapes (admission, compression, explosion, échappement) qui se répétent durant
un cycle moteur.

On appelle mouvement périodique un mouvement qui se répete et dont chague
cycle sereproduit identiquement. La durée d'un cycle est appel ée période.

Un mouvement périodique particuliérement intéressant dans le domaine de [a
mécanigque est celui d'un objet qui se déplace de sa position d'équilibre ety
revient en effectuant'un mouvement de va-et-vient par rapport-acette position.
Ce 'type-de' mouvement. périodique se -nomme' oscillation. .ou 'mouvement
oscillatoire. Les oscillations d'une masse reliée a un ressort, le mouvement d'un
pendule ou les vibrations d'un instrument a corde sont des exemples de
mouvements oscillatoires.

Tout systeme mécanique, incluant les machines industrielles les plus
complexes, peut étre représenté par des modeles formés dun ressort, un
amortisseur et une masse. Le corps humain, souvent qualifié de "belle
meécanique’, est décomposé a la figure 1.1 en plusieurs sous-systemes "masse-
ressort-amortisseur” représentant la tete, les épaules, la cage thoracigue et les
jambes ou les pieds.
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations

Tete

{

Bras " Cage Thoracigue

Colonne vertebrale -7
Hanches

Jambes

Figure 1.1 : Modélisation masse-ressort-amortisseur de I’ homme.
= Pour comprendre le phénomene vibratoire, on associe a tous les systéemes

physiques un systéme "masse-ressort” qui constitue un excellent modele

représentatif pour étudier les oscillations comme suit, figure 2.1 :

o
‘ l'x}a

En équilibre  En mouvement

F(

Figure 2.1: Schéma masse-ressort
F(t) s appelle la force de rappelle qui est proportionnelle a I’ allongement x(t).

La constante k est appel ée la constante de raideur.

= || existe deux autres configurations pour le systeme masse-ressort, figure 3.1 :
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations

F  1x()

Figure 3.1 : Trois autres configurations pour le systéme masse-ressort

L areprésentation de plusieurs ressorts se présente en deux cas:

% Enparalée, figure4.1:

b, W, V. V. . ¥ b

b Y
g F{ﬂ < keq

x( 1y J, x(t)

Figure 4.1 Ressortsen paraléles

Laraideur équivalente est la somme des raideurs k; et k; telle que :

Ky =K +K,
s En série, figure 5.1 :
ki s -
' Fiy) kf,q

Lx(ﬂ J/xfﬂ

Figure 5.1 : Ressorts en séries
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations
Laraideur équivalente pour les constantes k; et k, telle que :
1 1 1

k, k kK,

€q

Un systeme physique oscillant est repéré par |a coordonnée généralisée p qui est

définit par |’ écart par rapport alaposition d’ équilibre stable.

= On définit g le nombre de degré de liberté par le nombre de mouvements
indépendants d'un systeme physique qui détermine le nombre d’ éguations
différentielles du mouvement.

= L’énergie cinétique d’ un systéme mécanique s écrit sous laforme :

1 .
Ec = ZEm pi2
n-1

= L’énergie potentielle d’ un systeme mécanique s écrit a partir de développement
limité de Taylor sous laforme:
2
108,
2 op°

10°E,
6 op°

2

8Ep s
Ep:Ep(O)+a—p|p=Op+ o P+ o PP+

s La valeur p=0/correspond ‘a la’ position 'd équilibre/ du systeme
caractérisée par :

= || existe deux types d’ équilibre:
¢ Equilibre stable, figure 6.1 :

Poinrt d'éguilibre
Figure 6.1: Equilibre stable
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations

¢ Equilibre instable, figure 7.1 :

=
e N

Point d'égquilibre

Figure 7.1: Equilibre instable

» Le mouvement oscillatoire est dit linéaire si cet écart est infinitésimal. Ainsi,
I’ énergie potentielle prend la forme quadratique en fonction de |'écart par
rapport ala position d équilibre telle que :

~ 1 82Ep
e o apz

2
p=0 p

2

0°E ,
Laconstante . P est appel ée la constante de rappelle.
P

2

Ainsi ; laforce de rappelle prend laforme linéaire en fonction de I’ allongement

et opposée au mouvement telle que:

= L’équation du mouvement pour un systéme conservatif peut étre déterminée
par trois méthodes :
% Principe de la conservation d’ énergietotale :

dE _,
t

E; = E +E, =Constante =

Ou E; est appelée |’ énergietotale du systeme.

¢ Loi dynamique de Newton :

> Fi=ma
n>-1
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Chapitre 1 : Généralités sur les oscillations
Ou a est appelée I’ accé ération des composantes du systeme.
¢ Méthode de Lagrange :
L =E,-E, =Constante

Ou L est le Lagrangien du systeme. Dans ce cas les forces dérivent d' un
potentiel et le mouvement du systeme est conservatif.
s Apres |’ application le principe de moindre action, on obtient I’ équation
d Euler- Lagrange comme suit :
d, oL

oL .
—(—)-—)=0 i=1n
dt(api) 8p-)

|
= L’éguation du mouvement pour un systeme dissipatif (non conservatif) peut
étre déterminée comme suit :
% Systeme en trandlation :

d, oL o, <= |
o) g ) T2l i

Ou F,, sont les forces extérieures appliquées au systéme.

+» Systéme en rotation

d,6 oL oL ~ .
E(a—ﬁ)—a—g)—zwm\ i =1n

Ou M, sont les moments extérieurs appliqués au systéme.

Dans ce cas les forces ne dérivent pas d’ un potentiel.
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Chapitre 2

Mouvement librea un degrédeliberte
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Rappels théoriques:

Un systeme isolé oscillant & un degré de liberté est déterminé par la coordonnée
généralisée p qui est I’ écart par rapport al’ équilibre stable.
= On définit I’ oscillation harmonique par I’ éguation différentielle suivante :
p(t)+agp(t)=0
Ou w est appelée la pulsation propre du systéme.
= On définit la période propre T, comme suit :
2r

T

Wy
= Lasolution de cette équation différentielle est de forme sinusoidale tel que :

p(t)= Acos(w,t+¢)
Ou A représente I’amplitude des oscillations et ¢ est le déphasage. Les constantes A et
¢ sont déterminées par les conditionsinitiales suivantes :
{p(t :O): Po
p(t :O): po
plt) . T,
A
: = *'/I\L -
NAVEAVELV,

Figure 2.1 : Mouvement sinusoidal

= || faut signaler que toutes les oscillations de faible amplitude autour de la
position d équilibre peuvent étre assimilées a des mouvements linéaires et
I’ énergie potentielle peut s exprimer sous forme quadratique de la coordonnée

généralisée p.
* En revanche, au-dela d' une certaine amplitude I’ oscillation devient non linéaire.
= Exemples:
+» Ressort :
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Figure 2.2 : Mouvement linéaire d’ un ressort
L e vecteur de position :
om=xi = V=X
L’ énergie cinétique :
1 5, 1 5

E. ==Mmv° ==X
2 2

L’ énergie potentielle pour des petites oscillations, S écrit:

Epzlkx2
2

Alors, le Lagrangien du systeme est de forme:

L=E, —E, e —Llie
2 2

L’ équation de mouvement est de forme :

L)L = Tom & :
dt " ox OX OX OX

Lasolution de I’ équation différentielle :
X(t) = Acos(w,t + @)

¢ Pendulessimple:

mx —=-kx = mX+kx=0avec o] :h
m

10
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Figure 2.3 : Mouvement linéaire d’ un pendule simple

Le vecteur de position :

X=|Sin9 X = ) .
on — 7 IQ.CO_SH = |v|2:>'<2+y2:(|0)2
y =1 cosO y=-16sn6
L’ énergie cinétique :

E. L odmg2
2 2

L’ énergie potentielle :
E, =mgl cos6

Alors, le Lagrangien du systéeme s écrit :
L=E -E, =%m|9'2 —mgl cosé
L’ équation de mouvement pour des petites oscillations, est :

E(a—l'.)—ﬁzo = X _me L mgising —=mlé+mgld =0avec sinf=6
dt 00" 00 00 00

Lapulsation propre est égale :

a)o =
m

Lasolution de I’ équation différentielle est de forme::
X(t) = Acos(w,t + @)
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Applications :

Probléme 1.
Soient |es systémes mécaniques suivants :

0 Une poulie de masse M, de moment d'inertie J, et de rayon R, suspendue au
point O par un ressort de raideur k. Le fil inextensible glisse sur la poulie sans
frottement relié par une masse m, figure 2.4.

o Un systeme de bras rigidement liés et tournant dans le plan de la figure autour
du point fixe O. A I’ équilibre le bras L; est vertical, figure 2.5.

0 Un systéme hydraulique de forme U constitué de deux tuyaux cylindriques de
sections S;, S; reliés par un autre cylindre de section S, et de longueur B qui
contient un liquide de masse volumiquep. Le systéme est équivalent & un
ressort de raideur k. et de masse Me. A I'équilibre le liquide a la hauteur H,

figure 2.6.

Figure 2.4
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Figure 2. 5

Masse du ligunide

N

™ - I > ,
1{:1 .L s, a1'équilibre . l
k.
H
=

équivalente Niveau du liguide
. <~ s

EE

- 5

K 3
S}f Liguide P
Ty, T -
—>
Figure 2. 6-

Dans le cas des oscillations linéaires, déterminer pour chagque systeme :
* Lenombre de degré de liberté.
= L’énergiecinétique, |’ énergie potentielle. En déduire le Lagrangien.
= L’équation différentielle du mouvement.
= Lapériode propre.

Solutions :

Dr Fouad BOUKLI HACENE
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» Figure2.4:
La figure 2.4 est représentée en état d équilibre (Figure 2.4a) et en état de
mouvement (Figure 2.4b). Les parameétres, (Xo1, Xop2) €t (X1, X,) représentent
respectivement les positions des masses M et m en état d’ equilibre et en

mouvement.

Figure 2.4-a Figure 2.4-b

En équilibre En mouvement

e Lenombre de degré deliberté :
Lalongueur du fil | est laméme en mouvement et en équilibre tel que:
En équilibre:
| =D — X + 1R+ (Xpo — Xo1)

En mouvement :
|=D—-X;+7aR+ (X, —X;)
Apres |’ égalité des deux équations, on obtient :

Xo = 2X; = Xq,X, sont  dépendants

Le nombre de degré de liberté est alors égal a 1.
e Lelagrangienest:
L’ énergie cinétique :
1 1,

1 .
E.==Mx?+=J02 + =nmx
C 2 1 2 1 2 2
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L’ énergie potentielle:
1
Ep :Ekxf

Le Lagrangien s écrit alors:

1 J .. 1
LZEC—Ep :E(M +2m+?)Xf —Ekxj?

= L’équation différentielle est :
Gy Lo o Ha(—— =0
dt " ox; = Oxq M +4m+ =
RZ
» La période propre Ty:

T, - 2

Figure 2.5:

LY WL W § AN W W 4

En équilibre En mouvement
Figure 2.5-a Figure 2.5b

e Lenombre de degré de liberté :

On définit les déplacements infinitésimaux comme suit :
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X; =1,0,%, =1,0,X3 =130= X;,X, ,X3 Sont dépendants
Le nombre de degré de liberté est égal a1
e Lelagrangien:
L’ énergie cinétique :

1 .2 1 252 1 2n2 1 2
Eczz_mixi =-myl{6% + >myl36% + = mgl50
=1 2 2 2 2

L’ énergie potentielle :
E, =%k|1202 +%k|2202 —mygl; cosd

Le Lagrangien s écrit alors:

=E.-E, Zmll,zez——kZ(IQ) — m,gl, cosé

= L’équation différentielle est :
d oL, oL kI2+kI1+mgI

—(—=)-—=0 = 0+( Ly =0
Zmili2
i=1

dt 00" 00

" Lapériode propre Ty:

T, = 2r
k2 + Kl 2+ mgl,
2 ml?
i>1
Figure 2.6:

16
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Masse duo liguide
équivalente Niveau du lignide
~ ¢ a I'équilibre >

& =5 >
k,
H
e

S

4 5
k 5

Ay _;T Ligquide P
W WA
Figure 2. 6-2:Niveaun du liguide a I'éguilibre
Conservation i

du volume d'eau déplacé o = I | ™

H-Ix_' -/%— dans le tube 3U" S,

i = | |

L S;.T W Liquide P

—>

X2

Figure 2.6-b Liquide dans le tube est en mouvement

= Lenombre de degré deliberté :
On ala conservation du volume d’ eau déplacé dans le tube en forme U d’ ou,

SX =S,X, =S;x;= les coordonneéesx,, X, , X, sont dépendantes

Donc le nombre de degré de liberté est égal a 1
» Lelagrangien:
L’ énergie cinétique :
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S S
X2phSy (142 2L+ Ly M 52
13, 1 hsS, S BS, S
Ec ==Y m¥% =>M = Avec = M, =phS,(1+—L+>L)
24 2 hs, S,
= my = phS;,m, = pBS,,m3 = phS;

L’ énergie potentielle :

On calcule la constante de rappelle a partir de I’ énergie potentielle, on aalors:

1 S S
Epzzkexf: |F|=|kex1|=|slAP|=slpg(x1+x3)=slgh(1+s—1)x1:> kezslgh(1+s—1)
3 3

Le Lagrangien du systéme s écrit alors::

L=E.-E,
1 ) 1 2 1 .2 1 2

L= E =1 X; ——E kix® ==M X7 — =KX
iZ12|| 2i2lll 2 e 2el

= L’équation différentielle est :

. K,
X +( M )Xl =0

e

= Lapulsation propre wg est:

S
h(1+1
ke S, gh( 83)

BS S

Mg 1
hS, (1+ —+—
phS, ( hs, s,

Probleme 2:
On modélise le mouvement d’'un baffe d' une radio par un résonateur d HELMOTZ,
présenté comme un gaz parfait de pression Py, de volume V, al’ équilibre thermique,
enfermé dans une enceinte reliée par un piston de masse m qui oscille sans frottement

suivant I’axe Ox comme le montre lafigure (2.7)ci-dessous.
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Gaz Parfair

Py, Vy

Figure:2.7: Modélisation de mouvement d'un baffe-Résonareur d'Helmotz

L’ ensemble du systeme évolue en opération adiabatique.

19

Ox

Déterminer |’éguation différentielle du mouvement en appliquant la loi

fondamental e de la dynamique.

En déduire la pulsation propre du systéme et la solution générale.

Solutions :

Gaz Parfair Ox

Py, Vy

En appliquant la méthode des forces on obtient :

Zlfi=mé:> P+Fp=md = 3
— — AP =mX

- ~ {Sur : OX

F

Puisque I’ opération est adiabatique, on a

PV’” =c=constante= A—P=—yﬂ:> AP:—y&S(

I:)0 VO VO

L’ équation différentielle s écrit alors :
P,S?

s+ (027 yx=0
V,m

0

La pulsation propre est :

Dr Fouad BOUKLI HACENE
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P,S’
wozz d
V,m

= Lasolution générale est :

X(t)= Acos(w,t +¢)

Probléme 3:
Soient les systemes mécaniques constitués par une tige de masse négligeable reliée par

un ressort de raideur k représentés dans les figures 2.8 et 2.9 comme suit:

Figure 2.9

Pour des petites oscillations, déterminer pour e systeme de lafigure (2.8):
= Lelagrangien.
= L’équation différentielle du mouvement.

= Lapulsation propre et la solution générale.

Dr Fouad BOUKLI HACENE
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En déduire pour le systeme de lafigure (2.9) :

= | ’équation différentielle du mouvement ainsi que la solution générale sans
fairedescalculs.
Solutions :
Figure (2.8) :
= L’énergiecinétique
e RS o S L

L’ énergie potentielle pour deux systemes :

1
E, :Ekx2 +mgl cosd

Le Lagrangien s écrit alors :

L=E,-E, =%ml 20° —%kx2 — mgl cosé

L’ équation différentielle du mouvement est :

2_
E(a_L.)_i=o :>9'+(|@—m9|)9=o
dt" o6~ o0 ml 2

La pulsation propre est :

2
» _ ka®—mgl
COO——2
mi

Lasolution générale est :
0(t)= Acos(w,t+¢)
Figure (2.7) :
= |’équation différentielle du mouvement est :
é+(%)e =0
» Lasolution générale est :
0(t)= Acos(w,t +¢)
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Probléme 4:

On considere un fléau constitué d'une tige métalique de masse négligeable, de

longueur | portant deux masses m et M, tournant sans frottement autour de son axe au

point fixe O comme le montre lafigure 2.10. A |’ équilibre la barre est horizontale.

Figure 2.10

Déterminer:

Lacondition d’ équilibre et I’ allongement du ressort.

Le Lagrangien du systéme

L’équation différentielle du mouvement, la pulsation propre et la période
propre.

La solution générale avec les conditionsinitiales suivantes :

X(t=0)=0 et ;((t=0)=v0

Application numérigue : m=M=1Kg, k=20N/m

Solutions :
Lelagrangien :
On ales déplacements infinitésimaux comme suit :

xlzlze,xzz%lez X1,X, sont dépandants
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On adonc un seul degré de liberté.
L’ énergie cinétique :
1 1 1,1, | 3l

E.=—mx’> +=-Mx2==-m(=10)? + —M 31612 avec x=—9x=—
o =5 Xy + 2 Mx; Zm(4 )T+ ( )? 1 2=

L’ énergie potentielle :
AP ICINE SV

Ep =5 K(0) 2 k(=70)

LeLagrangien s écrit alors:

1 1.5, 1..,3 ., | 112
L=E.—-E,==m(=10)2+=M(216)% k(-0 L==—62%(9M +m)—k(—6
¢~ Ep 2m(4 ) > (4 ) (4 ) = > 16 ( )— ( )?

L’ équation différentielle du mouvement :

d oL oL - 2k
—4——)———= =0+
dt 00 m+ 9M

0=0

La pulsation propre wq €t la période propre sont :

2 2k
a)o =
m+ 9M
T, = 2
2k
m-+9M

» Lasolution générale est :

O(t) = Acos(w,t +¢)

Probléme5:

Soit un disque de masse M, de moment d'inertie J lié par deux ressorts, I’un au centre

O, l'autre au point A distant de (R/2) du point O se glissant sans frottement suivant

|”axe Ox comme le montre lafigure 2.11:

Figure 2.11
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= Etablir le Lagrangien du systéme.
= Déterminer I’ équation différentielle du mouvement

» Endéduire la pulsation propre du systeme ainsi que la solution générale

Solutions :

Figure 2.11-b Systéme en mouvement

= Ledegrédeliberté:
On ale déplacement infinitésimal comme suit

x=R9= x,0 sont dépendants

Le systéme a un seul degré de liberté

= LeLagrangien du systeme:
L’ énergie cinétique :
1

E. :EJ92+%MX2 avec x=RO

L’ énergie potentielle :
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1 RO
=Ek(—x) - k(x 2)

Le Lagrangien du systéme s écrit alors comme suit :

|_=1(|\/| +L)X2_lgkx2
2 R? 2 4

= L’équation différentielle s écrit alors:

i(i)—i_o = X+ 4
dt " ox° ox

13k
wl=—2 3
M+ —

R

= |asolution générale s écrit alors:

X(t)= Acos(w,t +¢)

Problemes :
Soit un systeme électrique(Ling, C5,) €n serie represente dans larfigure 2.12 cemme
suit:

Lz

Cap
|

Figure 2.12

= A partir deslois du Kirchhoff, établir I’ équation différentielle du mouvement.
» En déduire la pulsation propre du mouvement.

Solutions :
» Laloi des mailles:

ZV =0= Z, |(t)+—_0 avec Z;  =jlLipgo=> Ljyg—— dl(t) —=0
Cap dt Cap

= L’équation différentielle devient alors:
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.1 . dq
Ligd+—0q(t)=0 avec i(t)=—
|ndq C q( ) ( ) dt

ap

= On al’équivaence du systeme mécanique-él ectricité comme suit:

Liw © m

Lindq+ciq(t)20 & MX+k(t)=0= qq(t) < Xx(t)

& i<:>k
Cap

» Lapulsation propre du mouvement s écrit sous laforme;

Probleémes supplémentaires:

Probleme 6:
Soient deux ressorts de méme raideur k ont une longueur a vide lo. La figure 2.13
représente une masse m reliée a leurs extrémités peut glisser sans frottement suivant

|”axe Ox

Figure 2.13

Déterminer:
» LeLagrangien du systeme.
= | ’équation différentielle du mouvement.

= | apulsation propre, la période propre et la solution générale.

Probleme 7:
On considere un gaz ionise, un plasma, formeé d'ions et d’ électrons ayant une
charge globale nulle. On négligera les mouvements des ions beaucoup plus

lourds que les électrons. On suppose que les éectrons ne se déplacent que
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pardlélement al’axe Ox. Au repos, le plasma est homogene et contient n,
nombre d’ électron par unité de volume. On considere une tranche de plasma dx,
les électrons situés respectivement en position x et x +dx se déplacent par les
guantités s(x, t) et s(x+dx), lafigure 2.14:

Electrons (-e)

N
:o/Q\.:

X —d— — Latranche dx— — +—— —) x'

() & )]

: |

| .

T !
deplacement | déplacement
s(x, 1) —X — secrdy)

Ions (+e)
N
. A
Position !fx) Position (x+dx)

Figure 2.14 Etat d'équilibre
* En wutilisant ' I’ équation’ de-poisson, déterminer I’ équation . différentiellesdl

mouvement.

= En déduire lapulsation propre du systeme.
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

Chapitre 3.:

Mouvement amorti. aun degréede liberte
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

Rappel théorique :

En réalité tous les systémes physiques interagissent avec le milieu environnant. Dans

ce chapitre on doit tenir compte I’ influence de la force de frottement visgqueuse de type
ffr =—aV  sur les oscillations du systéme. Ce type de mouvement est appelé

mouvement amorti.

=On définit I’ oscillation amorti comme suit :
p+2Ap+wlp(t)=0
Ou A est un coefficient positif et est appelé facteur d amortissement. La résolution de
cette équation se fait par le changement de variable, I’ équation devient alors :
r?+2Ar+of =0
On calcule le discriminent A on obtient alors::
A=1-wf

Il existe trois types de solutions :

=Cas 0l |e systeme est fortement amorti : A > w,

Lasolution de I’ equation differentielle s écrit comme suit :
p(E)= At + At

r,= A+ A~}

Ou A et A, sont coefficients a déterminer par les conditionsinitiales:

{p(t=0)
p(t=0)

On dit que le systeme a un mouvement apériodique.

p(Y) ;

0 » I

Figure 3.1: Mouvement aprériodique

=Cas ou |I"amortissement critique: A =,
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

Lasolution de I’ équation est de forme :

p(t)=(At+A,)e"

r=r=r=-4
Ou A et A, sont coefficients a déterminer par les conditionsinitiales:
p(t=0),p(t=0)

p(t)

0 L
Figure 3.2: Mouvement critique
=Cas ou I’amortissement est faible: 1 < o,
La solution del’ équation différentielle est de forme::
p(t)=Ae " cos(wt+¢p) avec =+wf-A?
Ou A et ¢ sont des constantes a déterminer par les conditionsinitiales:

{p(t:O)
p(t=0)

Pt
1: Ae™

Figure 3.3: Mouvement oscillatoire amorti

=On définit la pulsation du systeme comme suit:

o =+oF -1

=On définit la période du systéme T appel & pseudo-période comme suit :
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

r
0]

=On définit le décrément logarithmique 6 qui représente la décroissance de

I’ amplitude a une seule période du systéme comme suit:

P
p(t+T)

=|| faut signaler que le systéme subit une perte d’ énergietotale due au travail des
for ces de frottement.

dE; (t)=—oap(t)?dt =—dW; = AE; + AW =0
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

Applications :

Probleme1:
On définit un oscillateur amorti régi par I’ équation différentielle suivante :
M+ ax + kx=0
Avec m est la masse du corps, k est e coefficient de rappel et x est le déplacement du
corps. On lance le systéme avec une vitesse initiale vo=25cm/s.
Doncat=0,x=0et Xx=V,
=Calculer la période propre du systéme, sachant que : m=150g et k=3.8N/m.
=Montrer que si a=0.6kg/s, |e corps a un mouvement oscillatoire amorti.
»Résoudre dans ce cas |’ équation différentielle.
=Calculer le pseudo-période du mouvement.
=Calculer le temps t,, au bout duquel la premiere amplitudex,, est atteinte. En
deduire X
= Calculer la vitesse d' une pseudo-période.
Solutions::

=’ équation du mouvement amorti est de forme :

MRE X+ k=0 = %t 2K+ w2x=0 avec L-22K_w?
m m

=|_a période propre du systeme est T:

woz\/%;Srad/s

=|_’ équation différentielle du mouvement se transforme en :
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

r2+2Ar+of =0
A =1 —0f =-21<0
Avec

a):ﬂa)z -2 =21
0

L e corps m a un mouvement oscillatoire amorti.
=L arésolution de cette équation différentielle est de forme :

x(t)= Ae ™ cos(wt+¢)

En appliquant les conditions initiales :

t=0,x=0= cosp=0= (pzi%

V,
t=0,x=vy = A=-2%  avec (p:_ﬁ
0] 2

La solution finale sera exprimée comme suit :

\Y/ .
x(t)= Ae ™ cos(wt +p)= x(t)=—2e* sinot
(0]

Lafigure 2.1 représente le mouvement oscillatoire amorti.

LY

N x(2)

Xy ﬁ[ Aet
i1\ .' A ”T'\ = _ )
r

\ | \ /S s
.\ J

W |
I
I

T

| —-

e

Figure 2.1: Mouvement oscillatoire amorti

=|_a pseudo-période :

T :2—7[ =1.37s

Q)

»L_etemps de lapremiére amplitude t,,

Il faut que:
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

o _ax(t)
X(t_tm - dt |t:t
D’ou
tm=0.25$;«tI

4

()]
Arctg —
g A

~—+
1

@

Probléme 2 :

Soient les systémes mécaniques représentés dans les figures 2.2 et 2.3 come suit :

Figure 2.2

Figure 2.3

Pour des petites oscillations, déterminer pour chaque systeme :

»|_e Lagrangien et |’ égquation différentielle du mouvement.

=|_a pulsation propre et la solution générale pour un faible amortissement.

Figure2.2:
= eLagrangien:

L’ énergie cinétique :

- =%m|202

E
€2

Solutions :
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

L’ énergie Potentielle :

E, =%kx2 —-mglcosh avec x=asingd=ad

Le Lagrangien s écrit :

L=E,-E,

E. = Lmi2g2 —lk(ae)2 - mgl cosd
2 2

=’ équation différentielle est :

0+210 + 020=0
o

ka?
m 2 2= ,0f =—
m ml

d, oL . ka®
2EE-ENSVL, > 9+—9+—9 0=
dt(69) Z e

=|_a solution générale est pour un faible amortissement est de forme:

0(t)=Ae " cos(wt +¢)

Figure2.3:
= eLagrangien:

L énergie cinétigue :
1., 1

==mv? == mx?

E
€2 2

L’ énergie Potentielle™

1, -, 1 2
E, =—kx* —=k(-x
P73 2( )

LeLagrangien s écrit alors:

L:EC—Epzlmxz—kx2
2

|’ équation différentielle est :
X+ 20X+ 0fx=0
i(a—L)———Z:Fext = X+%>‘(+2—r:x:0:> 2k

dt " 00 21—— g=_
m m

=|_a solution générale pour un faible amortissement est :

X(t)= Ae ™ cos( ot +¢)

35
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

Probleme 3 :
On considéere un systéme meécanique amorti, oscillant autour d’un axe passant par O
représenté par une tige métallique de longueur | de masse négligeable reliée par deux
ressorts identiques de constante de raideur k au point 1/2 comme le montre la figure
2.4

Figure 2.5

=Etablir le Lagrangien du systeme.

=Déterminer I’ égquation différentielle’du mouvement.

»En déduire la pulsation propre du systéme.

*Résoudre dans le cas de faible amortissement I'équation différentielle du

mouvement avec les conditions initiales suivantes:
6(t=0)=0,8(t=0)=6,
Solutions :
= eLagrangien:
L’ énergie cinétique :
1 5, 1

==—mv?==ml29?
2

E
€2

L’ énergie Potentielle :

1 -, 1 2 N
Ep_Ekx +Ek(—x) —-mglCosf  avec x_Esm9=—9

Le Lagrangien s écrit :
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

L=E,-E, =%mI292 —k(%@)2 — mgl cosé

|’ équation différentielle est :

k|2 | 6 +220 + 026 =0
_ y L L
i(a—L.)—%=ZMeXt = 9+39+2—29=o:» kﬁ+mg|
d 00" 00 m ml a2 2
2h=—,0f =—5—5—
m ml

=Pour un faible amortissement |a solution s’ écrit sous laforme::
t=0,0=0,0=6,
0(t)= Ae ™ cos(wt +¢)  avec 7 6,

-~ A
¢ 2 W

Alors, lasolution générale s écrit :

9(t)=9—0e‘°‘t sinot
w

Probleme 4.
Soit une boule de masse m suspendue a.une tige de longueur |, de masse négligeable et
plongée dans un liquide. Cette masse est 'soumisea une force de frottement visqueuse

dont le coefficient de frottement esta comme le montre lafigure 2.6 comme suity

0 |
|
| @ I
|
Liquide b m
Figure 2.6

=Etablir le Lagrangien du systéme.
=Déterminer I’ éguation du mouvement.
»Résoudre dans le cas de faible amortissement I’ équation différentielle.

=Application numérigue : m=1Kg, I=50cm, g=10m/s. Calculer |la valeur maximale

gue « ne doit pas atteindre pour gque le systéme oscille.
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Chapitre 3: Mouvement amorti aun degrédeliberté

*On prend la valeur de « égale a 10N.g/m, calculer le temps nécessaire T pour que
|’ amplitude diminue a ¥4 de savaleur.
Solutions :
»[_e Lagrangien du systéme:

1 202
L:EC—EpzamI 0° + mgl cosé

|’ équation différentielle est :
6+220+0260=0

Avec

22=% 02=8
m I

=[_asolution généraleest :
O(t)= Ae ™ cos( wt +¢)

=l avaleur maximalede «, :

V=t <O:>a<2m\/|§=amx ~ 894N .s/m

=e temps T :

Ag M) = le’*t =7= In4 ~0.28s
4 A
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Chapitre4:

Mouvement forcé a un degredeliberte
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Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

Rappel théorique :

On définit une oscillation forcée, tout systeme en mouvement sous |’ action d’ une force
extérieure.
= On définit I’ équation du mouvement forcé comme suit :
p+2Ap+wip=f(t)
Ou f(t) est appelée la fonction excitation extérieure. Cette équation est linéaire de
second ordre non homogene a coefficients constant.
= Lasolution p(t) de I’ équation différentielle qui présente la réponse du systeme a
I” action extérieure, est la somme de deux thermes :
p(t)= py(t)+ pPy(t)
Ou py(t) etp,(t)représentent respectivement la solution générale la solution
particuliere.
= || faut signder quau début du mouvement p(t) représente le régime

transitoire. Au fil du temps la solution homogene p,(t) devient négligeable
devant la solution particuliere p,(t) qui définit le regime permanant. Ains 1a
solution totale dans ce cas, est.de forme:
p(t) = p,(t)

» Danslecasoul’ excitation est sinusoidale de type :
f(t)=f,cosot = f,e'”

= Lasolution totale s’ écrit alors comme suit :

p(t) = p,(t)=Acos(wt+¢)
Ou A représente I’amplitude de la solution totale et ¢ e déphasage.

= On cherchelasolution de |’ équation différentielle sous forme complexe :
p(t)= p,(t)= Ae/")
Avec

p(t) = joRe )
B(t) = —w?Ael®)
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Alors| amplitude s écrit :

Ae’ =

~0’+of+2w
= Enmodule:
f
|Al= 2 202 2 2
\/(a) —of ) +4M 0
= EnArgument:
210
2

0? — o

o = Artg

L’ étude des variations du module de I’ amplitude se fait par :
da|
dw "

» || existe deux pulsations:

=

Q=0
=0, = of - 212

Reésonarnce aigie

I

Résonance floue
1

plus de résenance

1 [

a2 o ]

Pulsation de résonance

Figure 4.1: Réponse forcée
On appelle 2, lapulsation de résonance.
On définit aingi :
» Lalargeur delabande passanteAw :
Ao =, -y
= | efacteur de qualité Q pour un faible amortissement :

QI‘

Q: 'QZ_'QZL

41
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Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

Applications :

Probléme 1.
Soit un immeuble A modélisé par e systeme physique représenté par une masse M et
un ressort de raideur k subit & un mouvement sismique sinusoidal d amplitude a de

forme x, = acoswt comme suit:

- N

Sz 88 s L

-l A ! < .
77— 7 4 l:g 1_)

S

Figure 4.2: Modélisation d'un sisme

Quelle est laréponse du systéme. Justifier

Solutions :
= LelLagrangien du systeme:
L’ énergie cinétique :
Y=, 1 5

=—nv° ==-nX

E
€2 2

L’ énergie potentielle :

1
Ep:Ek(x—xs)z

Le Lagrangien du systéme s écrit alors:

1 1
L==mx* - ZKk(x-X,)?
oM = (x-x,)

= L’équation différentielle est de forme:

(1) + w2X(t) == Re{iejwt}
E(a_lf)_i=2|?ext = X(t)+%x(t)=%cosa)t:> i m

dt 00" 00 k

o} =X

» Lasolution de cette équation est :
X(t) = x,(t) = Aelle?)
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Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

En remplacant dans I’ équation de mouvement, on détermine |’ amplitude de la
réponse comme suit :

a

No)=—m

2
0 — |

Laréponse du systeme est représentée dans lafigure 3.3 :

Aw)—>o lorsque o — o,

41 :
| Résonance (Solution divergente)
J1
|
|
|
|
|
‘ .
I
|
1 -
=y Uy iJ]

Pulsation de résonance

Figure 4.3: Réponse forcée du systéme

= L’immeuble va s effondrer face au séisme car le systeme oscille avec la
pulsation propre. On appelle ce phénomene la résonance. On se propose dans ce
cas la de mettre en place un moyen d amortir les oscillations extérieurs du

systeme qui se traduit par une force de frottement visgueuse.

Probléme 2:

Sait le circuit forme par |’ association paralléle R, Ling, Cjyp €t alimente par une source
de courant sinusoidale délivrant un courant d'intensitéi(t)=i,~/2coswt comme le

montre lafigure 4.4 ci-dessous.
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Source de courant

Figure 4.4: Circuit R.L.C en Paralléle

= Exprimer la tension complexe u aux bornes de I'association paralléle en

fonction dew, i, €t des parametres du circuit.

On posew? = 1 , x =2 et on définit le facteur de gualité du cireuit
Lind Cap a)O

commesuit: Q = RC o,
= Exprimer e module de la tension u-aux bornes de |" association parallele
enfonctiondeR, ig, Q et x.
= Montrer que u passe par un maximum u,, pour une vaeur de x a

déterminer.

» Représenter sommairement f ( x) = Y en fonction de x. Que retrouve t-
u

max
on?

= Calculer lalargeur de labande passante.

Solutions :
= [atension complexe u du systéme est de forme :

u(t) = Zoyi(t)  diob i(t)= ;(t)

équi

Soit Z

I"impédance complexe équivalente du circuit R.L.C en paralléle.
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Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

Avec:

L o lijc,ee d'od u(t)= Ri(t) -

Z s R JLing @ 1+ jR(C 0 - )
ind @

= |Lemoduledelatension s écrit alors:
Ri,~/2
Jl FQ(x— 1)
X

(1) =

= On constate que:
u:umasziO\/E lorsque x=1

» Le schéma de la fonction f(x) = Y e représenté dans la figure 3.4
u

max
comme suit :

F(X) = u _ 1

umax \/1+Q2(X_1)2
X

Avec_f(x)=1 s x=1= . Résonance

fix) &

Le pic de
La résonance

e —

Figure 4.5: La résonnance

» Labande passante Aw S écrit comme suit :
1

1 —
V2 \/1+Q2(X—)l()2

Aprés transformation on obtient la largeur réelle de la bande passante :

AX = X, — X; avec
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Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

N 1
Ao = w,AX d'od Aw = —
RC

Probléme 3:
On considere un systeme de réception radio modelise par un circuit R, Ling, Cyp €n Série
et alimenté par une source de tension sinusoidale d’intensitéu(t) = u, cos ot comme

le montre lafigure 4.6 ci-dessous.

Radio

Figure 4.6: Anfenné de réception

= Déterminer I'impedance totale du systeme.

= En déduire le module du courant parcourue par le circuit en fonction’ des
parametres R, Ling, Cqp €t o.

= FEtudier les variations du module de courant en fonction de w

= Trouver lafréquence de résonance. En déduire le courant maximum.

= Etablir la bande passante et le facteur de qualité en fonction des parametres du
circuit R, Ling, Cyp €t 0.

= Donner une explication pour le fonctionnement de ce systéme.

Solutions:
= Lecircuit est en série, I'impédance totale est :

Z =R+ j(Lyo-——)

Capa)
= L emoduledu courant est :
_u(t)] U,

T I
\/R2+(Linda)_c)2

w
ap
= [esvariationsdu module du courant sont :
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uO
o =R

1 20 dou 0 —0y=——2
Coo L_.C

= On appelle £ par la pulsation de résonance.

Pour L, 0 —

= Lafigure4.7 représente |’ alure Iy en fonction de w

Le pic de
La résonance

2
0
B
g

Figure 4.7: Réponse du systeme

» L abande passante et le facteur de qualité sont définit :

R
AQ =Q, -0, = ——
ind
o, Lo,
Q AQ R

= L’ application technique de ce phénomene est la sélection des fréquences de
résonances pour différentes stations de radio.

Probléme 4:
On définit un sismométre comme un systéme physique appelé capteur qui comprend
un support et une masse m relié par un ressort et un amortisseur disposes en paralléle,
lafigure 4.8. La masse, de centre de gravité G, ne peut se déplacer que verticalement.
Le support, le ressort et I’amortisseur ont une masse négligeable.

Dr Fouad BOUKLI HACENE



48
Chapitre 4: Mouvement forcé a un degré de liberté

Ll | Carter |

Figure 4.8: Modeélisation d'un sismomeétre

L e ressort aune longueur avide' et une rigidite k."La constante de frottement estas On
précise que S,' les extrémités ‘A et Bid'un amortisseur appartenant aun, Systeme

mécanique, decrivent un axe 4 paralléle al’axe Ox avec des vitesses respectivesv, et
v, , I’amortisseur exercice sur le reste du systeme en point A une forcea (v, — v, )i €t
en point B uneforce a(v, —v, )i ou i est le vecteur unitaire.
Partie A :
L e support est immobile par rapport au repere (Ry).

= Calculer I’ abscisse X, du centre d’inertie de la masse en équilibre.

= Ecrire|’équation différentielle du mouvement de la masse écarté de sa position

d’ équilibre.
» Que devient cette équation quand on pose x=Xq+ X.
On posew! = % a =M. avec f2 =4km. Montrer que I'équation différentielle

S écrit sous laforme suivante :

X+ a " x+ B x =0
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= Caculera et f enfonctionde et wg,
= Ondonneli= 0.5, wy=10rad/s. A I'instant initial, X=1 cm et X =0 . Déterminer
X pour t= 0.2s.

Partie B :
On suppose maintenant que le support est solidaire du carter d’ une machine animé

d'un mouvement sinusoidale verticale x, =bsinwt par rapport au repere (Ry),

comme le montre lafigure 4.9. On suppose que b est positif.

ﬂl______yj\,( [l L L L L L
| ! _Vx1=bsinmr
fﬂa)|
| K
l a
|
RV

| Carter |

Figure 4.9: Systéme est en mouvement forcé

= Ecrirel’ équation de la masse par rapport a (Ry).
= Montrer que I’ équation différentielle peut S écrire sous laforme suivante :

X+ a X+ B°x=H sn ot
Avec X=X +C +bsn ot

= Déterminer H et C, que représente X ?

= FEtudier la solution en régime permanent X (t)= Bsin( ot—¢ ) avec B
positif.
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Calculer le rapport % et tan ¢ enfonctiondelety = 2.

o
= Tracer I'alure du graphe de B en fonction de u tel que B=f ().
= On suppose que A=0.5, montrer que si 1 est supérieur a une certaine valeur u;,

% _ 1 estinférieur 2102 Calculer .

= En déduire une condition pour que I'appareil puisse fonctionner en capteur

d’ amplitude.

Solutions :
Partie A : Le support est immobile par rapport au repere (Ry).

= | ’abscisse Xy S écrit comme suit :

X, = ”E F (1 +a)

= |’équation différentielle du mouvement est de forme:
mX = -—-k(x-(lL+ a))+ mg - ax
d'ou X=X X'=" X
Alors mX + aX '+ kX \=0

= Lanouvelle équation du mouvement s écrit alors:
X + 2l X +0fX =0
Avec a’ = 2lo B =w,
= Larésolution de cette équation différentielle:
r’? + 2io ,r + o =0
A= f (A% -1)
A =05 = A= w,~N1- 2% = -0 °?
% Lasolution est deforme:

X(t)=e "™ "(Acos Qt+ Bsn Qt)
X,

N

Avec A= X, B =
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¢ Le systéme aun mouvement amorti.
¢ Lavaeur de X est : X=0.15m
Partie B : Le support est mobile par rapport au repere (Ro).
= | arelation dynamique du mouvement :
mX=-k(x-x;-(l+a)+mg —a(x- X;) ]
d' ou X=X + %, e X+ X, =X -—ow?bsn ot L equetion
du mouvement devient alors:
X + 2l ¢ X +0fX = o?bsn ot
Avec H =0 °Db
» Lasolution totale de I’ équation différentielle en régime permanent est :
X(t)= X ,(t)=Bsn ot-¢)
++ En notation complexe on auralaforme suivante :

. T
t—op - =—
(ot-9 2)

X (t)= X ,(t)= Be

“ En remplacant dans I’ équation différentielle, on obtient alors:

2
1 - +1( 22 - H
( a\7%) (24 ) e
Avec u = @
o g

variations de B=f{u) :

dB S S s A< —=

M RN YT 2

Ainsi on distingue deux cas:

= Amortissement faible = Résonance

Amortissement important

B A > ! =
: NG

= On peut en déduire que:
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= Pour 1=0.5, on aura:

B =B, =1.15D pour Um = N2

ﬁ——lslo—z S oz oy
2

£ ~1=10 2 d'od u,=7.05

L — pui)2 4 uf
= On peut conclure que |’appareil reproduit les oscillations du carter s la
pulsation w est importante. Il fonctionne alors en capteur d’ amplitude.

Probléme5:
On définit le modéle d’un oscillateur harmonique, figure 4.10, représentée par une
R 1
masse m placée dans un potentiel dastique du type: E, = P kx®

Cette masse est soumise a une force de frottement visqueuse et dont le coefficient de

frottement est .

Figure 4.10: Amortisseur

Mode libre : Dans le cas des oscillations libres
= Déterminer le Lagrangien du systéme.
= Etablir I’ équation du mouvement.
En déduire la solution générale avec les conditions initiales suivantes :
X(t=0)=0etx(t=0)=v, .

Mode forcé: On admet que les frottements existent, la masse m effectue des

oscillations forcées sous I’ effet d’ une force sinusoidale : f(t)= f, cosQt
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On admet que la vitesse du mobile est de forme: v(t) =V, cos({t—¢)

Etablir I’ équation du mouvement.

Résoudre I’ équation différentielle en régime permanent.

Déterminer I'impédance mécanique complexe définit comme rapport entre la

force appliquée et la vitesse du mobile.

Comparer le résultat avec le systeme électrique.

Solutions :
Modelibre:
» Lelagrangien du systéme:
L= Lme - L
2 2

= L’équation du mouvement :

M+ kx =0 = X+0ix=0 aec wi=—

m
» Lasolution générale est de forme.:
V .
X(t)=-21snw,t
Wq
Mode force:
= L’équation du mouvement :
(1) 201 =%
mX+ax+ ke = f(t) = X+ 24X+ 0fx=—" avec nI:
m 6002 _ X
m

C’ est une équation différentielle inhomogene linéaire, d un mouvement force.
= Larésolution de cette équation différentielle en régime permanent est :
X(t)=x,(t)= Acos( Qt — ¢ )= R Ae!??)
s Soient A I’amplitude de la solution et ¢ son argument.

“ Enremplacant dans I’ équation différentielle et apres e calcul, On obtient

aors:
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fo
m et tan(p:%

Q2 -02)?+(22Q) Q7% - w;

A(Q) =

% Lesvariationsde A(£)sont déterminées par :

dA(Q)zO = Q

=Q, =J0?-22* = Résonance
do

» Enremplacant dans |’ équation du mouvement, I'impédance complexe est écrite

comme suit :
Z i =) % oy =+ (M%)
v(t) 0

» Pour |le systéme électrique, le résultat est donné comme suit:

= u(t ~ ) 1
Zélectri :% = Zélectri =R+ J(LindQ_ CapQ)

= On conclue donc les équivalences suivantes :

a < R

m < Ly
1
C

k <

ap

Probleme 6:
Lorsqu’un moteur électrique fonctionne, il présente des vibrations naturelles qu’il est
nécessaire d amortir pour éviter de les transmettre a son chassis. On prévoit donc un
systeme de suspension.
Le moteur est assimile au point matériel m de masse m pouvant se déplacer
parallelement al’ axe vertical Oz. La suspension le reliant au chassis est modélisée par

un ressort de longueur a vide |y et de raideur k en parallele avec un amortisseur
exercant sur le moteur une force defreinage f, = —a 20,

Le chassisreste fixe dans un référencier galiléen et on note le champ de pesanteur g
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Chdssis

Figure 4.11: Simulation vibration d'un moteur

Mode A : Le moteur ne fonctionne pas et il est immobile.
= Déterminer dans ce cas la longueur | du ressort. On prend la référence z=0 au

point m.

Mode B : Le meteur étant toujours arréte, on I’ écarte de saposition d’ éguilibre et pur's
on le laisse évoluer librement.

» Déterminer le Lagrangien du systéme.

= Etablir I’ équation différentielle du mouvement vérifiée par z(t).

k o
onpose o = - gv = 2mo.
= Donner laforme de la solution générale z(t) en fonction des paraméetres v et wy,
on suppose que v<I. Comment appelle-t-on ce régime ?
dz (t)

= Ecrirel’expression de |’ énergie totale Er en fonction de z(t) et p

: . dE . . :
» Quevaut-t-il lavaleur del’ expression a T . lesysteme est il conservatif ?
Mode C: Le moteur fonctionne, et tout se passe comme S'il apparaissait une force
supplémentairedeforme: F (t) = F, cos o td,

= Etablir la nouvelle équation du mouvement vérifiée par z(t)

= Enrégime permanent, on cherche des solutions de laforme
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z(t)= z,co8( wt+ ¢ )etV (t)=V,co8( ot + ¢ )
Donner I’ expression de lagrandeur V. = V  e'?
=  Exprimer |"amplitude V, en fonction de w et des parametres v, wq et Fo/m.
= Donner I'alure de Vy (w).
= Application numérique: la pulsation o vaut 628 rad/s, le moteur a une masse
m=10kg. On dispose de deux ressorts de raideurs k;=4 10°n/m et k,=10°n/m.

lequel faut il choisir pour réaliser la suspension ?
Solutions :
Mode A : En équilibre
» Lalongueur du ressort :
S F =0 :>|=|0—m%

i>1
Mode B : En mouvement amorti
» Lelagrangien du systeme:

L=tme -t
2 2

= L’éguationdifférentielle:
mZ+oaz+kz=0

k o
Avec w; =— v

m 2mo,

2+ 2vo,2+wlz=0
= Larésolution del’ équation du mouvement :
r’+2vo,f +w; =0

A=(vo,) -0l =-0(l-v)=j’s®<0 v =<1
+» Le systeme a un mouvement oscillatoire amorti.

+»» Lasolution est deforme:
z(t) = Ae "' cos( @t + @)

» |’énergietotale du systeme::

1 dz ., 1, .,
E-(t)=—m(—)" + —kz
(1) 5 (dt) 5

dE. (1) _

—az®* <0
dt

2imz+kz = —az] =
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» Lesystemen’ est conservatif. Ladiminution d’ énergie totale est due au travail

des forces de frottement.

Mode C : En mouvement forcé

= |L’équation du mouvement est :
mZ+az+kz =F(t)
>k o

Aec owj=— v =
m 2mo,

F(t)
m
» Lasolution del’équation différentielle est :

2+ 2vo 2+ wiz=

2(t)=V(t)=Vocos( ot+¢ )= RNVyellot+?)

Avec z(t):ﬂ Z2(t)= joz(t)
jo

% En remplagant dans I’ équation du mouvement on obtient alors:
Fo

V(t)Z m > ejwt
2vi g jo (T 29
(0]

* ‘Lemodule delavitesse est de forme :
Fo-
Vo( o ) = m >

\/(2va)0)2+a)2(1—202)2

= | ’étude des variations du module de lavitesse :

dVe(@) _, Vo(o) =V
do 0 =0 =0,

¢+ Pour cette pulsation on ale phénomeéne de résonance.

s L’alure delacourbe Vy(w) est deforme:
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Vg(ﬂﬂ) &

Voma(e) = = =— =

 —

Le pic de

La résonance

La resonance

-
w

Figure 4.12: Vitesse d'oscillation du moteur

=  Application numérique:

k F

1 0
W, =0q = Viex 1( @0 ) =

m 2Mmvo o

k F

2 0
Wyp = W = Vi 2 (@02 ) =

m 2Mmvo ,

V(o ) _

@ oy

V(wy )

@ g
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Problemes supplémentaires

Probléme 7 :
Soit un disgue de masse négligeable enroulé par un fil inextensible et non glissant,
comme le montre lafigure ci-dessous :

o

=

ﬂ'ﬂl

Figure 4.13: Mouvement forcé

Mode libre :
Dans|le cas des oscillations libres
= Déterminer le Lagrangien du systeme
= Etablir I’ équation différentielle du mouvement.
= Endéduire lapulsation propre
= Donner la solution générale avec les conditions suivantes :
6(t=0)=0,0(t=0)=6,.

Mode forcé:

On admet que les frottements existent, la masse m, effectue des oscillations forcées
sous I’ effet d’une force sinusoidale: f(t)= f, cosQt

= Etablir lanouvelle éguation du mouvement.

= Déerminer le module de la solution permanente de I’ équation différentielle.
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= Quelle est lafréguence pour gue le module de I’ amplitude soit maximum.

= Donner la bande passante et le facteur de qualité Q pour les faibles
amortissements.

= Application humérigue : on donne m=2Kg, m,=1Kg, k=10N/m et A=0.1N./m.
Calculer Q.
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Chapitre5:

Mouvement a plusieursdegresdeliberté
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Rappel théorigue

On définit les systemes a plusieurs degrés de libertés par les systemes qui
nécessitent plusieurs coordonnées indépendantes pour spécifier leurs. Le nombre de
degré de liberté détermine les modes propres.

Il existe deux types de systémes :
=  Systemes simples a plusieurs sous systéemes découplés comme le montre la

figure 5.1:

x;(t)
—

Figure 5:1: Mouvement i deungrés de liberté

= |lexiste deux degrés delliberté, x;,x,
» Lelagrangien du systéme s écrit alors::
2 2
L=Zlmﬁ—thﬁ
o1 2 23

» Lesdeux sous systémes sont indépendants et découplés :

my X, + Kyxg =0 Xy +‘0021X1 =0 2 Ky 2 Ky
. =2 5 avec of = —— 05 = ——

» Lesdeux solutions des sous systemes sont indépendantes de formes :

{xl(t) = Acos( gt + ¢;)
Xp(t) = Bcos( wgt + ¢, )
= Systemes complexe a plusieurs sous systémes couplés comme le montre la

figure 5.2:
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Le couplage
iy ' 5
k; | ' Kk
= k H 2
x;(t) X (1)

Figure 5.2: Mouvement couplé i deux degrés de liberté

Le Lagrangien s écrit comme suit :
2 2

L = z 1mi)'(i2 _lk( X, = %;)% = lz ki X/
~ 2 2 2

Le systeme différentiel couplé devient alors :

(-2 -0

ox, | oxy N {mlx'l +(ky + Ky )X — KpXp = 0
_(_)_ﬁzo My X, + (kg + Ky )X; —kyXy =0
0X5 00X,

[ ]
comme suit

{Xl(t)= Ajcos{ogt'+ p1)+Acos(-wgnt+o, )
Xp(t)=Bycos( oyt +¢;)+ Bycos( ot + ¢5)

Il existe plusieurs types de couplage :

Figure 5.3: Couplage éguivalent, Resistance-Force de frottement
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Figure 5.4: Couplage éqmivalent, Ressort-Capacité
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Applications :

Probleme 1 :

Partiel :

On représente | e systéeme mécanique comme sulit :

iy iy
ki = T
Xy f i ) X: I(f)

Figure 5.5: Couplage de deux ressorts

= Que est le nombre de degré de liberté ?
= Déterminer le Lagrangien du systeme
= Etablir les équations différentielles du mouvement.

=  En déduire les modes fondamental es

Partie? :
On pose les parameétres suivants ; k;=k,=k et my=nm,=m, et on lance le systeme sans
vitesses initiales avec les conditions initiales suivantes: x;(t)=C, x, (t)= 0.

= Etablir les nouvelles équations différentielles du mouvement.

» En déduire les pulsations propres

= Donner les solutions générales.

= Quéelle est lanature du phénomene étudié ?

Parie3:
On impose une force sinusoidale extérieure f(t)= f,cos wtau premier sous
systeme.

= Déterminer les nouvelles équations du mouvement.

» En déduire le module des amplitudes.

» Quélesest lanature du phénomeéne étudié ?
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Solutions:
Partiel :
= Lenombre de degré de liberté du systéme est de 2
» Lelagrangien du systémeest :
21 1 13
L= —mx%-=k(x, - 2 _ =% k. x?
izlzmlxl 2 (Xl XZ) 2; |X|

» Lesystemedifférentiel s écrit :

4oty ot
0% ox, {m15<1+(k1+k)x1—kx2:0

_(_)_izo My X, + (kK + k)X, —kxy =0
0Xy 0Xy

» Lespulsations propres:
¢+ On considére les solutions du systéme de type sinusoidal :

{Xm): pe (o)

x,(t) = Be ("""

+ En remplacant lessolutions dansle systéme différentiel, On,ebtient un

systeme linéaire stivant :

(—Mmyoj +k, +K)A-kB =0
(-myw5 +k, +k)B-kA=0

s Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :

2
“m k+k Kk
det =0= | PP TETH , —0 Sl -(02+02)02+0lol(1-K2)=0
-k -Myoy + Ky +K
2
Ao wf=fL pzoXe oz K
m, m, (ky + K)(kp + k)

K est appel ée le coefficient du couplage

¢ Lesdeux pulsations propres sont :

2 2
0] +o 1

2 =1 "2 ——\/(wf—w§)2+4K2a)12a)22
2

a)l -
P 2
2 2
0{ +o 1
a)zzp:—l 2 +—\/(a)12—a)22 )2+ 4K %0in?
2 2

Partie2:

» Lesnouvelles équations du mouvement s’ écrivent comme suit :
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mx, + 2kx, —kx, =0

mX, + 2kx, — kx, =0

» Lespulsations propres:
¢ Lessolutions du systeme sont de types sinusoidaux :

X ()= Ae 7
X,(t) = Be ')

“ Enremplacant les solutions dans le systéme différentiel, On obtient un

systeme linéaire symétrique suivant :

(-mw? +2k)B - kA =0

s Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :

{(—mwg +2k)A-kB =0
2

-mo? + 2K ~k

-k - Moy + 2k

0 = (-mwi+2k)>-k?=0

% Lesdeux pulsations propres sont :

= | es solutions générales:

% En appliquant les conditionsinitiales, on trouve :

(O} +CO2 D1 — Do
X,(t) = Ccos —P Pt cos —2 Pt
2

w + @ w -
X,(t)=-Csin —P 2P ign 1P 2P
2 2

» Le phénomene étudié est le battement ou modulation d’ amplitude.
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Figure 5.6: Modulation d'amplitude

Partie 3:
= Leséquations du mouvement s’ écrivent comme suit :

Sy so )
ox, | ox, :{mx1+2kx1—kx2:f(t):Re{foeJ}

00Xy 0X5

= Lessolutions particulieres sont :
xf(t)= x5 (1) = g r7)
X, (1) = Xpp () = Be 777
s _Enremplacant les solutions dans le systeme diff érentiel,-On obtient un
systeme linéaire forcé suivant :

{(—mw§+2k),&—k§= fo
2 o
(-mo3+2k)B-kA=0
Avec A= Ael? B=Bel?
¢ Les modules des amplitudes sont :

fo -k o , K
0 -moj+2k (et )
A= 2 T2 2 2
—ma)p+2k -k (CO _wlp)(w pr)
-k -moj + 2k
—ma)F2,+2k fo fok
B - -k 0 _ m?2
2 2 2 2 2
-mo; + 2K -k (0 -0 (0 -05,)
-k - Mo + 2k

= Lesphénomenes étudiés sont :

%+ larésonance
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A— o
quand © > w0, © > o,
B—>w P P

«» anti résonance.

{ A>0

k
quand ® — —
B — constante m

Probleme 2 :

On considére deux circuits électriques( R, L, ,C,, ) couplés représenté par lafigure

5.7 comme suit;

Figure 5.8: Deux circuit couplés par une.capacité

* Quel est le nombre de degré de liberté ?
= Déterminer le Lagrangien du systéme.
= Donner les équations du mouvement
On neglige les résistances des deux circuits. On prend les nouvelles grandeurs

1
Lind C

phySIqueSteI que: Llind = I-2ind = I—ind et Clap = C2ap = Cap eta)o2 =

ap
= Etablir les nouvelles équations différentielles du mouvement.
= En déduire les pulsations propres du systeme en fonction de ay.
= Donner les solutions générales.
» Quel est le modele mécanique équivalent ?
Solutions :
= Nombre de degré de liberté est 2 car les deux courants parcourus dans les deux
circuits sont différents,

= LeLagrangien du systéme est exprimé comme sulit :
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2

2
) 1 L, 1 , 11
L= SLimd’-55—(a0-0)" 2> = q
;2 2Cqp Z;Ciap

» Lesystemedifférentiel :

1 1 1
Lying G1 + + - =0
1ind ql (Clap Cap )ql Cap q2
" 1 1 1
L 2ing G2 + ( + )d2 - q, =0
Cop  Cop Cap
Partie 2 :

= Lesnouvelles équations du mouvement :

. 2 1
Ling G2 + c i g 9= 0
2 1
Ligl,+—=——9,—-—=——9; =0
Cap Cap

» Lespulsations propres:
% On considére les solutions du systeme de type sinusoidal :

q]_(t ) — Ae i(opt+e)
ga(t) = Be’ ")

- En remplacant les solutions dans le systéme différentiel, On.obtientun

systeme linéaire symétrique suivant :

(-Lig®}; +L)A—LB =0
Cap Cap

(-Lypop +2e--1a-o0
Cap Cap

% Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :

1 1
det =0 = (—Lind@§+c—)2—(c—
ap ap

¢ Lesdeux pulsations propres sont :

=0

w2 =t
1P Lind Cap
0Z, __ 3
Lind Cap

» Lessolutions générales:

qo(t)=Bycos( @ pt+¢ )+ Bycos( w,pt+¢)

70
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» Lesystéme mécanique équivalent est représenté par lafigure 5.9 comme suit:

m m
L kK =k
x;(1) Xz (1)

Figure 5.9: Deux systémes identiques couplés i deux degrés de liberté

Probleme 3 :
On a un systeme mécanique constitué par trois masses couplés par deux ressorts

identiques de constante de raideur k représenté dans la figure 5.10 comme suit:

m 2m m
- - - - @YU VST @ - — - - - >
H k 'f_) k H X
x1() X2 (©) xs(t)

Figure 5.10: Mounvement couplé

= Etablir le Lagrangien du systéme.
=  Déterminer les équations différentielles du mouvement.
= En déduire les pulsations propres ainsi la nature du mouvement.
= Donner la matrice de passage.
» Donner les solutions générales.
Solutions :

= | eLlagrangien du systéme:

L

3

1 1 1
2 5% = KO = %) = SK(xp = x3)’
i=1

= L’équation différentielle:
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S()-——=0

dt * 0x, 0Xq

i(ﬂ)_i_o mX; + kx; — kx; =0
i(i)_i O mj(.3+kX3—k>(2:O
dt * Ox3 0X3

L es pulsations propres :

¢+ On considére les solutions du systéme de type sinusoidal :
x (1) = Ae(“s1?)

X,(t) = Be(“e¢)

xg(t)=Cel(“s?)

% Enremplacant les solutions dans le systéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire suivant :

(-moj+k)A-kB =0
—2mw? +2k)B-kA —kC =0
p
(-mw?+k)C-kB =0

s Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :
det =0 —= (-mo’l+k)(-moj+k)? -kl =0
Les pulsations propres sont :

/7
0‘0

2 k
7 =
a)zzp =0
2 2
wsp = —

=~

m

= Lamatrice de passage S écrit:
1 1
1 -1
0 0

P:

o O B

Lasolution générale est :

X1(t)

X1(t) cos( wipt +¢q)
Xo(t) | = Pl cos( w,pt + ¢5)

cos( w3t + ¢3)
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Probléme 4 :

Sur un arbre OO’ horizonta et fixe, de masse négligeable, encastré a ses extrémités O
et O, sont fixés trois disques (D,), (D-) et (D) de centres respectifs O,, O, et O; et de

méme moment d’inertie J par rapport a leur axe commun OO’. On désignera 6,(t),

6,(t) et 65(t), les angles angulaires de rotation de chacun des trois disques par rapport a

leur position de repos, figure 5.11 :

a1 &(1) &(1

J J

Figure 5.11: Mouvement couplés des disgues a 3 degrés de liberté

Les quatre partis OO,, O,0,, 0,03 et O;0’de I’ arbre ont méme constante de torsion G.

On poseram; = %

Régimelibre:

Déterminerle Lagrangien dece systeme.

Etablir les équations différentielles du second ordre vérifiées par les angles
6:(t), 0:(1) et 65(t).

En déduire les trois pul sations propres ws,, @2, €t w3, de ce systeme en fonction
de wy.

Déterminer pour chaque des trois modes propres, les amplitudes angulaires des
disques D, et D3 si I’'amplitude angulaire du disque D, est A= 1 radian.

Calculer I énergie mécanique totale Et de cette chaine de trois disques, pour
chacun des modes propres, en fonction de C et de I’amplitude angulaire 6., du

disque Dy
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Régimeforce:

On applique au seul disque (D) un couple moteur sinusoidal de

moment I (t) = I, cos( wt), de pulsation o réglable et d’amplitude I5,.
= FEtablir en fonction du paramétre x = (-2-)?, les amplitudes angulaires A;, A, et
120)

Az de chacun des disques en régime force.

Pour guelles valeurs de X ce systéme est il en résonance ?
Solutions :
Régimelibre:
= LeLagrangien de ce systeme.
3

1., 1 1 1 1
L=> EJ@E - 5C(0:-0; )2 - 5C(02 — 0 )2 - Ece32 - Ecelz

i=1

» Leséquationsdifférentielles sont :

d, oL oL

E(E)—E—

i( ag)_ oL 0, +wl(20,-0,)=0
dt " 86, ° 00, =10, +w2(20,~04-05)=0
o gotsy JoL L 03 +0§(205-0,)=0
dt 06, 00,

» Lespulsations propres:

¢+ On considére les solutions du systéme de type sinusoidal :

0,(t)= Ael?t+?)
0,(t)=Bel(“*?)
65(t)=Ce(”"?)

% Enremplacant les solutions dans | e systéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire suivant :

(—w§+2a)§ YA-wiB =0
—02+202)B-0lA-0iC =0

p 0 0 0

(05 +20§)C-0fB=0

s Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :
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—a)g+2wg - 0
det =0=> —cog —a)S+2a)g —cog =0 = (—260,2)+2a)§)[(2w§—a)§)2—(\/§a)§)2]:0
0 - —a),23+2a)§

% Les pulsations propres sont :

W1y = a)O\/E
Wy, = g 2-2
w3, = 0 2++/2
= | esamplitudes angulaires des disques D, et D3

C()p =a)2p =COO 2_\/5 92 =\/591 92 = \/503
Dp =Wz = O 2+\/E 92=—\/591 92=—\/593

= | ’énergie mécaniquetotale Ex.
3
1. ., 1 1 1 1
E; = Z EJGF +5C(0:-0, )2 + 5C(02 — 0 )2 + EC032 + Ecevl2

Regimeforce:

= “Lesamplitudesangulaires A;, A; et Ag:

oL oL
R
801 691 .
_(_)_ :0 J91:_C91_C(91_02)+F0COS(CDt)
692 592 =10, +wZ(20,-60,-05)=0
603 693

% Enrégimeforcé les solutions sont du type :

01(t) = Ael!
05(t)= Agel®

s Enremplacant dans le systeme différentiel, on obtient le résultat
suivant :
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A _To (1- X )(3-X)
C(2-X)2+42-X)(2-42-X)
I 1

-
_To
PC(2-X)(2+42-X)(2-V2-X)

1o
C (2++2-X)2-+2-X)
1

= Ce systeme entre en résonnance pour les valeurs de X suivantes :
X =2

X =2-4/2
X =2+4/2

Probleme5:
On considere trois pendules simples identiques, de masses m, de longueur |, présentés
dans la figure 5.12. Les masses sont reliées entre elles par I'intermédiaire de deux
ressorts identiques, de raideur k. A I’équilibre, les pendules sont verticaux, les trois
masses sont équidistantes sur une méme, et les ressorts ont leur longueur naturelle. Le
systeme en mouvement est défini, al’instant t, par les élongations angulaires 6y, 6,, &3

des pendules avec 1a verticale descendante. On posera wg = % elog- % :

Figure 5.12: Couplage de trois pendules simples

= Déterminer le Lagrangien du systéme

= Etablir les équations différentielles du second ordre vérifiées par les élongations
angulaires 6,(1), 65(t), et 05(t) pour les petites oscillations du systeme.

= Déterminer les pulsations propres du systeme.

= Application numérique : m=1kg, k=10N/m; I=1m, g=10ms?,
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= Déterminer le rapport des amplitudes angulaires % et % pour chacun des

modes propres de ce systéme.

Solutions :

= | eLagrangien du systéme:

3 3
L= 2m 267 - 2k(10, - 10,)> - 2k(10, ~105)> + > mgl cos 0,
i=1 2 2 2 i=1

= L’équation différentielle:

d oL oL
a2, 50,

i( 6I._ )_izo 0.+ (23§ +0f )0, -0io, =0

dt " 00, 00, =10, +(Q82 +2w2)0, - 020, —wl0; =0
i( oL )_izo b3+ (2¢ + g )03 - 050, =0

dt " 06, 00,

» Lespulsations propres:
¢+ On considére les solutions du systéme de type sinusoidal :
0.(t) = Ae 0etie)
0,(t) = Be '(¥:110)
05(t)=Ce 77
“+ Enremplacant les solutions dans le systéme différentiel, On obtient tin
systeme linéaire suivant :
(—a)g +QF+0l)A-0iB=0

(—w§+Q()2+2w§)B—w§A—w§C:O
(—a),23+[202+a)§)C—a)§B=0

% Le systeme admet des solutions non nulles si seulement

—a)g+a)02+!202 —co02 0
—ag —a),23+2a)§+.(202 —ag =0
det=0= 0 2 2 2 _QZ
— g _C()p + g + {2

= (05 +Qf +0f ) oy —(20 +30f Yo + 27 +3w5 Q51 =0
+» Les pulsations propres sont alors:

w1 = Q) - w,=3.16rad /s

a)zp:\/(202+a)02 = w,=446rad /s
w3, =42 +30¢ = o,=632rad /s
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= Lesrapports des amplitudes sont :

B C
a)lp=Q0 K=1 Kzl
[ B C
w2p= Qc)z—i-a)g K=O K:_l
a)3p:\/!202+3a)02 %:—2 %:1
Probléme 6:

Soit le systeme mécanique, constitué de deux pendules simples de longueur | et de

masses my, M, représentés dans la figure 5.13 comme suit :

Figure 5.13: Couplage de deux pendules simples

= Etablir le Lagrangien du systeme
= Donner les équations différentielles du mouvement pour les faibles oscillations.

= Onpose w? = Ig etu= M Déterminer m1p €t oy les pulsations propres du
2

systeme en fonction des parameétres u et .
Solutions:
= |elagrangien du systéme:
% L’énergie cinétique s écrit :
1 1

E. = Emlvnfl + gszni

En calculant les vitesses par rapport au repere fixe :
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Xy =lsng, . X, =10, cos6
Oom, =( ml—Icos@ ) = Vi =(, " IQl' ] 91) V2 =x3 +VE
yml._ .1 ym%—_ 1S|n. 1 = ml_xrr\»l'*'yml
oy =( X, =1(SiN6; +sin6,) LV = Xin, = (0, C0SO, + 6, cos@z)) Vi, =Xg + Vi,
Ym, =1(cos6; +cosb, ) ™ Y, =—1(6;, SN0, +6, sn6,)

% L’énergie potentielle s écrit :
Ep =mygl cos 6, + m,gl(cos 6, +cos 6, )
¢ Alorsle Lagrangien devient aors:
L:%(ml+mz)lzéf+%n12I2922+n12I2é1é2003(01—02)
+ m, gl cosf; + m,gl(cosb; + cosh, )
= Lesystémedifférentiel devient:

(1+ )6y +6,(1+ )56, =0
{(”H+nb)|él+”blé2(”h+”b)991:0 0, +0, + g0, =0

16, +16,+ 96, =0
2 +10,+ 906, Avec =gt wé:lg

» Lespulsations propres:
¢ On considere les solutions du systéme de type sinusoidal :

0,(t) = Ae (0™
9,(t) ='Be (?"*?)

“ Enremplacant les solutions dans le systéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire symétrique suivant :
(m05+0f )1+ p)A-w;B=0
~0iA+(-0)+0§)B=0
s Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :
det=0 = (-02+0f)*(l+u)-0p=0

% Lesdeux pulsations propres sont i, €t w,, eXprimées comme suit :

w2 — Vi+u 02
te 1+4/1+ u °
2 __Nlvu o

0] =
P -1+ 1+ u 0
= Lessolutions générales sont :
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Probleme 7:
Un ressort est relie par ses deux extrémités a deux points matériels, B de masse M et P de
masse m, figure 5.14. Ce dernier peut se déplacer sans frottement le long de I’ axe Ox tandis
gue B est fixe a I’extrémité inferieur d'un fil inextensible, de longueur 1=0A, de masse
négligeable, accroche en a un support horizontal et pouvant tourner librement autour de
I’axe Az . Leressort a une masse négligeable, une raideur k et une longueur a vide également
négligeable. Il alapossihilité, avec P, d’ étre & gauche ou a droite de B. le champ de pesanteur

est delaforme g = —gu, et on suppose que |’ angle 6 défini par I" attitude du fil relativement

alaverticale reste petit.

Figure5.14: Mouvement 3 deux degrés de liberté

= __Etablir le Lagrangien du-systéme
= Déterminer les équations du mouvement

2
. On[)OSEwOZ:Ig,a)f:L, mZZ:MLetr: 2“’02 .
m wq

Mettre les équations du mouvement en fonction les parameétres ay, @, et w;.
= On cherche une solution delaforme: x, = Xe '“* et16 = Ye'“**.
Déterminer les modes propres o, et ,,

®  Onnadmet désormais que m=M.

Exprimer les deux pulsations propres o, et ©,, enfonctionder et w.

= Endéduirelasolution générae.
Solutions :
= LeLlagrangien du systéme:

|_:%mxg+%M(Ié)2—%k(xp—le)2+ Mgl cos
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= | eséquations du mouvement :
{lé‘ (02 +02)6-wix,=0
Xp + a)lzxp - co12|0 =0
= |essolutionssont deforme:
x, = Xel”'et 19 = yel',
s En remplacant les solutions dans e systeme différentiel, On
obtient un systeme linéaire symétrique suivant :

-~ w?X +(—a)§+a)02+a)22)Y:O
(o5 +0f )X —wfY =0
¢ Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :

det =0 = (—a)g+a)g+co22)(—co§+co12)—a)12a)22=0

% Lesdeux pulsations propres sont :

2 2 2 212 2 2
wy + 201 +\/(w0 + 207 )" —dojo;
iy = = oy, =0 Vr+1+yr’ +1 o2
0

1p
2 2 22 212 2 2 av r:2 2
0§ + 20 —\/(w + 201 ) —dwjw @1
a)zzp: 0 ! 02 ! SIETEN Wy, =0 re1-+r?+1

= Lessolutions genérales:

Xp(t) = Xyco8( @ypt+¢)+ X,c08( wppt+¢)

Probleme 8 :

Partie A : Régimelibre
Soient deux circuits (L,, — C,, ) identiques de résistances négligeables, figure 5.15.

Le couplage par inductance mutuelle M est caractérisé par le coefficient de

M 1

couplagek = - On poseran? =

ind ind Cap
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k ..
Circuit 1 ﬂ Circuir 2

Figure 5.15: Couplage mutuel de deux circuit identiques

Ecrire les deux équations différentielles vérifiées par les charges g, (t) et g,(t) des
condensateurs des circuits (1) et (2).
= Déterminer les équations différentielles vérifiées par lasomme S(t)=q;+0q; €t la
différence D(t)=0;-0p.
» Endéduire les pulsations propres o’ et @'’ de ce systeme couplé, en fonction
des parameétres ay €t k.
M

On admet le couplage faible (k = <<1). A Finstant t7=0" ou on,ferme

ind
I’interrupteur, le condensateur du circuit (1) porte la charge qyo et celui du circtit’(2)
est déchargé.
= Montrer que lacharge du condensateur du circuit (1) évolue au cours du temps
suivant laloi:
0,(t) = gy coswt cosmyt
Ou le parametre @ sera exprimé en fonction de ay et k.
= Endéduirelaloi d’ évolution de la charge gy(t) du circuit (2).

= Quélle est la nature du phénomene étudié ? Commenter.

Partie B : Régimeforcé:

Lecircuit primaire (1), Figure 5.16 est maintenant alimenté par un générateur

sinusoidal def.e.m. tel queu(t) = u, sin wt .
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Figure 5.16: Mouvement forcé

On étudie le circuit couplé en régime permanent.
=  Exprimer les charges g (t) et gx(t) souslaforme
g,(t)= A(w )cos ot et g,(t) = B(w)coswt
Ou on déterminerales amplitudes g, (w) et g, (w) en fonction de Ug Ling, @y €t k.
= Déterminer la pulsation w, d anti résonance pour laguelle g;(w,) = 0. En
déduire I’ amplitude go(ws).
= Tracer I'allure des graphes! g; (o)l et o, (@)

Solutions :
= | esdeux equationsdifferentielles:

Circuit 1 = -, Lig L+ M dl—2= 0
Cap dt dt
Circuit 2 = J2 4 Lig dl—2+ M h=0
Cap dt dt
% Enintroduisant le couplagek = M , On obtient :
ind
.. a)z
0 _
{Circuitl = Ci1+0)oqu+kq'z=0: S+1+kS_O
Circuit 2 = ¢, +wlq, +kg, =0 [‘j+1‘002k[):o

» Lespulsations propres @' et @'’ sont :

' 0)0 " COO
o = e o =
1+ Kk 1-k

» Lesloisd évolution des charges g(t) et gx(t) :
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ko,

q,(t) =g, cos t cos w,t
Avec @ =

tsin ot

ko,
2

ko,

q,(t)=aq, sin

= Lanature du mouvement : Les battements

g2(0 —8
d Al I"rll"ﬂ "-l

Figure 5.17: Phénoméne les battements

Partie B : Régimeforcé:
= Leschargesq(t) et (1)

Circuit'1 | = J1y Loy &+ ds _ use’”
. dt dt

Girait 2 =  Jz ., 9y O
C. dt dt

¢ Enintroduisant le couplagek = M , On obtient :
ind
Circuit 1 = ¢, + o2q, + kg, = uToej“"
Circuit 2 = 4, + o2q, + kg, =0
% Lessolutions particuliéres :
0,(t)= A(w )cos 2t et q,(t)=B(w)cosx

“+ Enremplacant dans le systeme différentiel, on obtient alors :

Circuit 1 = (~0’+o0f)A-Kko’B=

Uy
L
Circuit 2 = (-0’ +0l)B-ko’A=0

*

L)

» Alorsapreslecalcul, onaura:

L)
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u w2 —w?
Alw)=-—2 2
L ing (C"()Z_C‘)Z)Z_(l“l)z)2
2
B(w) = U Ko

L ing (6002_602)2_(‘(‘02)2

» Lapulsation w, d’ anti résonance :

u 1

w,=0, = Blw,)=--—2
A 0 ( A) Lind ka)og
Probleme 09 :

Deux pendules simples identiques O;A; et O,A, de masse m et de longueur |, sont
couplés par un ressort horizontal de raideur k qui relie les deux masses A; et A, figure

5.18. A I'équilibre, le ressort horizontal a salongueur naturelle |, tel quely = O, O..

Figure 5.18: Couplage de deux pendules identiques

Les deux pendules sont repérés, a l’instant t, par leurs élongations angulaires 6, et 6,
supposées petites par rapport a leur position verticale d' équilibre. On désignera g
|’ accél ération de |a pesanteur.

Modes propres :

= Déterminer le Lagrangien du systéme.
= Etablir les équations différentielles couplées vérifiées par les deux éongations
angulaires instantanées 6, et 6,
= Exprimer en fonction de g, k, | et m, les deux pulsations propres an, €t @y, de ce
systeme.
= Applications numérigues : Calculer oy, et w,, Sachant que:
m= 100g ; |= 80cm; k=9.2 N/m et g= 9.8m/s%.
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On l&che sans vitesses initiales le systeme a I'instant t=0 dans les conditions initiales
suivantes: 6,=6, et 6,=0

» Endéduirelesloisd évolution. 6, et 6, aux instantst >0.

* Quel est le phénomene étudié.

Modes forcés:

Lamasse A est soumise a une force excitatrice horizontale de forme :
F(t)=Fycos wt)
= Ecrireles nouvelles équations différentielles couplées en 6, et 6..
= Exprimer les relations complexes qui concernent les vitesses linéaires V; et V,
des points A; et A, en régime force.

F

= En déduire I’'impédance d entrée complexeZ . = ViR
1

Solutions :
= Lelagrangien du systeme:

2 2
1 o gk
L = 2 1Eml 2eiz—zk(lel—lez)2 + 2 1mgl 0os 0,
I= i=

= Leséqguations différentielles couplées.:

9.1 + (%Jr %)91 = %92
0, + (%+ %)92 = %91
= Lespulsations propres @y, et wsp:
% On considere les solutions du systeme de type sinusoidal :
{el(t)= pe (25t
0,(t) = Be ()

s En remplacant les solutions dans e systeme différentiel, On
obtient un systeme linéaire symétrique suivant :
(-0 +g+L)A—LB:O
I m m
—£A+(—a)§ + 9, L)B =0
I m

3

% Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :
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2

det =0 = (—w§+g+£)2—(£) 0

I m m
¢ Lesdeux pulsations propres sont :

a)fp:‘{%: w1, =3.5rad /s
wzzp:‘{%+%: wy, =14rad /s

» Lessolutions générales:

+» En appliquant les conditions initiales, on trouve :

Xl(t)=CCOSwlp+w2”tcoswlp_w2”t X, (t) = ccos Aot cos wt

01+ @ O~ X,(t)=csin Aot sin ot
X,(t)=-Csin—P 2P tgn 1P 2P ®5p ~ 01, 03 + 01,
2 Avec Aop=—"——""1t Ap=—"_-"F

2

» Lephénomene étudié est les battements.
Modesforcés:
= Lesnouvelles équations différentielles couplees :

m @, + (mg + K)o, - Kg, = F,cos ot
m o, +(mg + K)o, ko, =0

» Lesrelations complexes qui concernent lesvitesses linéaires V, et Vs :
¢+ Lessolutions particulieres sont :

Vi(t) = jolo,
Vo (1) = jol6,
“ Enremplacant les solutions dans le systéme différentiel, On obtient un

(-0? +%+%)\71—%\72 = jw%ej“’t
—%\71+(—a)2 +%+%)\72 =0

» L’impédance d entrée complexe:

_ - 2
7.+ _ | K — (M9

+k-mo?)

= Ce systeme mécanique fonctionne comme un filtre de fréquence puisgue son
impédance varie en fonction de lafréquence.
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Probleme 10:
Soit un pendule de masse m et de longueur | pivote autour de M qui glisse sans

frottement sur le plan horizontal, comme le montre lafigure 4.16, comme suit :

Figure 5.19: Couplage pendule simple-Oscillateur Harmonique

Partie A :
= Déterminer le Lagrangien du systéme ?
» En déduire les égquations différentielles de mouvements.
= Deéterminer les pulsations propres du systeme.
* “Trouver le rapport d"amplitude dans les modes normaux.
= Ponner-les solutions générales torsque: M tend vers I'infini-et-1tend vers O.
Discuter.
Partie B :
On impose au point s un mouvement sinusoidal de typex, = asin @t comme le montre

lafigure 5.20 :
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Figure 5.20: Mouvement forcé

En déduire les nouvelles éguations du mouvement.
Donner le module des amplitudes.

Quelle est la nature du mouvement.

Solutions
PartieA :
= LelLagrangien du systéme.:
L = %MVMZ +% V —%kxz + mgl cos 6

“ En calculant les vitesses par rapport-au repere fixe:

Orﬁ:(xm=x+lsin9) I VI X, = X+ 160 cos@
Y, = |cos@ m

Ym = —10sn0
- Xy = X - Xpm = X
OM = ( ) = Vi = () )
ym =0 {M ym =0

s Apreslecacul, le Lagrangien seraégadea:

L:%[(M +m)x%+m(16)?] +m>’<lécos€—%kx2+mgl cos 0

Le systeme différentiel est donné comme suit :

(M +m)x+mé +ke« =0
m 20 +mgl 6 +mx=0
= Lespulsations propres i, et wyp:
¢ On considere les solutions du systeme de type sinusoidal :

9(t)= Bej(wppr‘/’)
x(t)= Ael(@st?)
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s En remplacant les solutions dans e systeme différentiel, On
obtient un systeme linéaire symétrique suivant :

2 2
[-(M +m)ol +k]A-me;B=0
~w5;A+[-0l+g]B=0

¢ Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :

dt=0 = [-(M+m)w;+k][-wjl+g]-mwy=0
On obtient alors::

Mioj —[(M+m)g+K]w) +kg=0 Avec A=[(M+m)g+ki]*—4kgM>O0ll

existe donc deux pulsations propres sont o, et w5, comme suit :

wfp:%[(M +m)g+K++J[(M+m)g+k]2—akgM ]

wfp=%[(|v| +m)g+K—[(M+m)g+k]2—4akgM ]

» | esrapports d amplitudes sont :

A mof,
Blo,o,, —(M+m)af,+k
A B mlco22p
Blo o,y —(Mam)os, +k

= Lessolutions générales:

X(t)= Ajcos( @ypt+ ¢ )+ Aycos( @yt + ¢)

= | essolutions générales lorsgue :
s Mtendvers!’infini :

L e systeme devient un pendule simple comme suit :
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M :Imimobile

Figure 5.21: Systéme équivalent 32 un pendule simple

% |ltendversO:

L e systeme devient un simple oscillateur harmonique comme suit :

Figure 5.21: Systéme équivalent a un oscillateur libre

PartieB :

» Lesnouvelles équations du mouvement sont :

(M + m)%+m o + ke = kxg = kae'
m20 +mgl 6 +mx=0

= Lessolutions particulieres en régime permanant sont :
X(t)= A(w )e'(?) et 0(t) = B(w )e' ()

s Enremplacant dans le systeme différentiel, on obtient alors:

[-(M +m)Q22+k]A-m Q2B =ka
-0Q?A+[-Q%+9g]B=0

+¢ Les modules des amplitudes sont :
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ka(-2+9)
A= |
(Q% -0, (2% -03,)
2
B Q “ka

(2% -0 2% -05,)
= L esphénomenes étudiés sont :
+» larésonance

A—> o
B_)ooquand Qoo Q-

< anti résonance.

A—>0 g
quand Q — =
B — constante |

= | afigure5.22 représente les phénomenes étudiés

Résonance

ar
A | /\ g

- T

Résonance

®ip QA 2 Q D1 QA 3 Q
Figure 4.20 b

Figure 5.22: Phénoméne de résonance i deux degrés de liberté

Probleme 11 :

Partie A :
On considere une barre homogene de masse M, de longueur |, moment

d'inertied , = 1 Ml 2, mobile d'un axe fixe a une de ses extrémités O. A |’autre

extrémité A est fixé un ressort de raideur k;comme la montre lafigure 5.23:
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Figure 5.23: Mouvement amorti

De plus le systéme est amorti par le biais d un amortisseur au lieu de la barre G dont
le coefficient de frottement «. En position d’ équilibre la barre est horizontale.
Dans le cas des petites oscillations :
= Donner le Lagrangien du systéme.
= Etablir I’ équation différentielle du mouvement.
= Donner le-eas d un faible amortissement I’ expression de la solution générale
0(t) avec les conditionsinitides: O(r=0)=0 etd(t =0) =6, .
= “Tracer le graphe de 6(1)
Partie B :
On enléve I’amortisseur du milieu G de la barre, et on place un ressort k, et une masse

m, représenté dans lafigure 5.24:
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k.

1
B

k>

@] o

Figure 5.24: Mouvement libre couplé i deux degrés de liberté
= Ecrirele Lagrangien du systeme.

On pose ky=k, ky=4k et M=3m.

= Etablir les équations différentielles du mouvement.

Donner les pulsations propres.

Déterminer les rapports d’ amplitudes aux‘modes propres du-systéme.

Donner les solutions genérales.

En déduire la matrice de passage.

Solutions :
Partie A :
= LeLlagrangien du systeme:
L-1 éz—ik(m)zavec Jio=1 +|v|('—)2
2 /O 2 1 /O /G 2
= L’équation différentielle:
2 2
bra—— g+ Kl
doL oL - e e

- _|M frot

avec  J; 00 + k%0 = —a 79: Alors

dt 06 06 . S,
0 +210 + w50 =0

= Lasolution générale:

% Larésolution de cette équation différentielle est de forme:

=0

94

Dr Fouad BOUKLI HACENE



Chapitre 5: Mouvement a plusieurs degrésdelibertés

O(t)= Ae ™ cos(wt +¢) = Q—Oef/lt snot = a)g -2
0]
Elle est représentée dans la figure 5.26 comme suit:

e xﬁ‘)j

Xm A

M

I\ iy ;
f ‘ T‘\ o = 3
|

|

T
B |

Figure 5.26: Amplitude amortie

Partie B :
= LeLlagrangien du systeme:

1 L, 1 ., 1 o, 1 ) |2
L==J,0°+—mx“-—=k,(x-—) -—=k,(l0) avec J =J +M(—
2 /O 2 2 2( 2) 2 l( ) /O /G (2)

=  Lesnouvelles équations différentiell es du mouvement.:

mX + 4kx — 2ky =0
{ " ky avec, y.=16

my + 2ky — 2kx = 0
= Lespulsations propres :
+» Lessolutions sont de formes::

jopt

X = Ae ,y=16=Bel”",

% Enremplacant les solutions dans | e systéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire symétrique suivant :

(-mowj +4k)A-2kB =0
5 avec y=16
P

(-mo?2 +2k)B - 2kA = 0

% Le systéme admet des solutions non nulles si seulement si :

det =0 = (-mej+4k)(-me})+2k)-(2k)* =0
D'ot m’ej;-6me®+4k® =0avec A'=5k’m’ >0
Dong, il existe deux pulsations propres.
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k
wfpzﬁ(sﬂ/g)

03y = (3-5)

= Lesrapports d amplitude aux modes propres sont :

2 K A 2
w :—3+\/§ = — =
ip m( ) Bw=w1p 1—\/§
>k A 2
w2, =—(3-45 = = =
2p m( ) ooy, 1+\/§
» Lessolutions sont :
X(t)= Acos @, ,t + Bcos o, pt
1-+/5 1++/5
X(t)=A > cos w;,t + B > CoS @, pt
» LaMatrice de passage est :
1 1
P=[1-45 1+45
2 2
Probléme12 :

96

Dans le montage représenté dans la figure 5.27, e pendule de longueur 1= OA €t de

masse m-est couplé par I'intermédiaire du ressort horizontal, de raideur ki, au Systeme

oscillant constitué d’une masse m et du ressort de raideur k, dont |’ extrémité O™ est

fixée. L’ extrémité O du pendule est fixée.

Figure 5.27: Couplage Chariot-Pendule simple
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A I'équilibre, le pendule est vertical et deux ressorts ont leurs longueurs naturelles

(ressorts non déformés). On poserae? = Ly = Ig eto? K
m m

Les déplacements x;(t) du centre de masse G du chariot et x,(t) de I’ extrémité H du
pendule, a partir de leur position d’ équilibre, sont suffisamment petits pour admettre
gue les deux ressorts demeurent pratiquement horizontaux.
Régime1:

= Etablir Le Lagrangien du systéme.

= Ecrireles équations différentielles du mouvement.

= Determiner les pulsations propres du systemeow ,, ;.

= Calculer en fonction des paramétres, » ,, ©,, , @1 € @, le rapport % des

amplitudes des oscillations de la masse H et du centre de masse G du chariot,
pour chacun des deux modes propres du systeme.
= Déterminer la solution générale.
= Quelleest lanature du régime 1 2
Régime 2 :
= L extrémité O’ du ressortde raideur k maintenant soumise aun excitateuriqui
lui communique un mouvement sinusoidal d’ amplitude a, et de pulsation o que
I’on peut faire varier : x; (t) = a, cosat
= Etablir les nouvelles équations différentielles du mouvement.
= Déterminer les amplitudes en complexes des mouvementsde G et H en fonction
delapulsation w de |’ excitation et des paramétresQ, w;, s, ap.
» Ondonneg=9.8Sl,1=0.66 SI m= 0.1SI etk,=1SlI.
Calculer lapériode T del’ excitateur pour laquelle le chariot demeurera
immobile.
» Quelleest lanature du régime 2 ?
Solutions :
Régime 1 :
= LeLlagrangien du systeme:
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1 ., 1

1 1
L==-mx?+=mx?—-=—kx? - —Kk.(X, — X; )> + mgl cos 6
5 1*5 2~ 5% 2c(2 1) mg

= Leséquations différentielles du mouvement :

%, + (02 + Q2)x, = Q7%x
» Lespulsations propres:
% On considére les solutions du systeme de type sinusoidal :

x,(t) = Ae l@et*?)
X,(t) = Be (a9
% Enremplacant les solutions dans | e systéme différentiel, On obtient un
systeme linéaire suivant :
(o5 +0f +Q%)A-Q?B=0
—.QZA+(—a)§+a)22+QZ)B=0

% Le systeme admet des solutions non nulles si seulement si :

det = 0= a)é—(Z.Q2+a)12+a)22)wf,+[22(a)12+a)22)+a)12a)22:0

¢ Les pulsations propres sont :

2 2 2
- B+ —%\/(292+a)12+w22)2—4(!22(a)12+a)22)+a)12a)22)

202+ 02 +02 1
0l = 220 22021 0F 402 P a(Q (0] +02) + ofo?)

= Lerapport % des amplitudes des oscillations :

B, —w12p+a)12+(22

= a)p=a)2p

»= Lasolution générale:

» Lanature du mouvement : le systeme a un mouvement libre couplé a deux
degrés de libertés.
Régime 2 :
= Lesnouvelles équations différentielles du mouvement :

+¢ LeLagrangien du systeme::
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L= 2mi¢ + Zmi = 2K - %o )% = SKe(Xo = %)% + ol cos 0

*» Lesystéme différentiel :

%+ (0f + 22)x — Q2x, = wia, cos ot

= | esamplitudes en complexes des mouvementsde G et H :

+¢ Les solutions particuliéres sont de type :

X (1) = xgp(t) = Aell@e)

Xa(1) = Xy, (t)=Bel(®e)

¢ En remplacant les solutions dans | e systéme différentiel, On obtient :
(—a)2+a)12+!22),3\—(22§:a0w12
—Qz,&+(—w2+w22+!22)§:0
Avec A= Ael®t B =Bel

% Alors:
;&_Aeifh_ 0)12(—602+a)22+[)2)
(—a)2+a)12+(22)(—a)2+w22+[22)—(24
252
Bi= Bel? = 1 £2

_(—a)2+a)12+.(22)(—w2+w22+.(22)—.(24

= Lapériode T del’excitateur pour laguelle le chariot demeureraimmobile :

T-__ %% _126s

\/a)zz +0Q°?

Probleémes supplémentaires:

Probléme 13:
Nous étudions le cas, important en radioélectricité, de deux circuits (R- L, —C_, )

identiques couplés par induction mutuelle comme le montre lafigure 5.28 :
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'F_J"

Figure 5.28: Couplage mutuel de deunx circuit RLC en régime forcé

Dans!’un primaire, on introduit un générateur de tension sinusoidale :
u(t) = u, cos ot
= Etablir les équations différentielles du mouvement
= En déduire les modules des courants parcourus dans chagque circuit.
Nous voulons examiner lesrésultats dans un intervalle de pulsation étroit autour de Ia
valeur mg de la pulsation propre aux Circuits ; Soitw = oy (1+ ).
» Endéduirel'impédance Z des circuits dans ce cas.

= Etablir latension V aux bornes de la capacité.du deuxieme circuit.
M

ind

En introduisant le coefficient de couplage k =

et le facteur de qualité Q - _Lim;“’o

= Exprimer lafonction de transfert F définit comme suit: F = V? en fonction de

k, Q ete. En déduire son amplitude.

= FEtudier les variations de F en fonction des. Commenter les résultats.

Probleme 14 :
Soit le modele physique d'un véhicule de longueur | représenté dans la figure 5.29

comme suit :
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Figure 5.29: Modélisation physigue des oscillations d'un vehicul

Ou M représente la masse du véhicule ainsi |es passagers.
Les grandeurs (ky, my) et (k;, mp) représentent successivement la raideur et la masse
des roues avant et arriere de véhicule. Les ressorts ks et k, décrivent un modele simple
atoutes|es vibrations exteérieures.
On s'intéresse qu’ aux vibrations verticales. On considere que les masses m, et 41, 'Sont
despoints matériels.

* Quel lenombre de degre de liberté ?

= Etablir le Lagrangien du systeme.

= Déterminer les équations différentielles des mouvements.

= Déterminer les pulsations propres.

Probleme 15 :

Deux particules m; et m, ponctuelles, de masses respectives my et my, sont reliées par

un ressort de raideur k et de longueur a vide lo, figure 5.30. Les deux masses, mobiles
sans frottement sur une tige horizontale, sont écartées de leur position d équilibre puis
relachées sans vitesse; elles sont repérées a chague instant t par les abscisses

X1(t)=GM; et x,(t)=GM,, ou G désigne | e centre de masse des particules m, et m,.
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m; k 2
— —
xi(t) x2(t)

Figure 5.30: Modelisation physique des oscillations "molecule diatomigque"

= On pose X(t)=X,(t) — x,(t), Etablir le Lagrangien du systéme.
= Déterminer I’ équation différentielle du second ordre dont X(t) est la solution
= Exprimer, en fonction de my m, et k, lapériode T avec laquelle les masses
oscillent I’ une part rapport al’ autre.
=  Deux masses égales m;=m,=m=0.1kg couplées oscillent avec une période de
1s; calculer laraideur k du ressort de couplage.
L e systeme étudié modélise les vibrations longitudinales d’ une molécule diatomique
d’ oxyde de carbone CO dont la fréquence propre f, est f, = 6.5 10**Hz.
= Calculer laconstante de rappelle k de laliaison carbone — oxygene.
= Application numérigue :
On'donne: € =12, O = 16 : Nombre d’ Avogadro N=6. 10%°,

Probleme 16 :
On veut étudier les vibrations longitudinales d’une molécule triatomique linéaire

ABA’ représentée dans la figure 5.31. Les atomes A, B, A’ ont pour masses
respectives my, my, Mg ; on désignera Xy, Xp, X3 les déplacements des atomes A, B, A’ a
partir de leurs position d équilibre. On suppose que chaque atome est rappelé a sa
position d’ équilibre par une force proportionnelle al’ écart, la constante de la force de
rappelle étant k pour laliaison A-B et k' pour laliaison B-A’.

On admettra que la molécule, dans son ensemble N’ est pas animée par un mouvement

de trandlation.
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my ma msz

| k : k’ -
— — —
}":I ) x1(1) x;(1)

Figure 5.31: Modélisation physigue des oscillations molécule triatomigue

Partie A :

Etablir le Lagrangien du systeme.

Ecrire les équations différentielles du mouvement en x,(t), X(t) et xs(t).

Ecrire les équations différentielles du mouvement en X(t) et X' (t), en effectuant
le changement de variable X(t)=xo(t)—x.(t) et X' (t)= Xo(t)—xa(t).

Montrer que X(t)et X' (t) peuvent varier sinusoidalement avec le temps pour
deux valeurs wy,; €t wg, de la pulsation propre qu’ on déterminera en fonction de
k, K', mp et des pulsations fondamentales «y et ap de chacune des vibrations de
valence des liaisons A-B et B-A’ s €elle était seule (en absence de I’ interaction
de couplage).

Applications numeériques: Expérimentalement on détermine les fréguences

propres de la molécule linéaire d acide cyanhydrique,-soient wp, = 6,25.20™
rd/s et wp=23,9510"rd/s. Calculer les fréquences fondamental es des liaisons
H—C et C=N sachant que (wc.H >wc).

En déduire la constante la force de rappelle de la liaison C—-H de |la molécule

étudiée et lacomparer acelle delaliaison C—H des acanes (k= 500 ).

PartieB :

On considére maintenant que la molécul e triatomique est symétrique, A-B-A, c'est-a-

dire, k=K et my=ms.

Quelles sont les expressions des pul sations propres en fonction de k, m, et m,. ?

Donner un exemple concret qui vérifie ce modéle.
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Probleme 17 :
On définit un étouffeur dynamique représente dans la figure 5.32, comme un systéeme

physique qui comprend deux masses couplées m et m oscillent a la verticale, deux

ressorts k, k et un amortisseur . On impose une force extérieure sinusoidale de type :
F(t)=F,cost

o, - _ _ _ _

(Rl

e e

LS e Vi

—'L:L-g
x¥

Figure 5.32: Modeélisation physique "Etonfeur dynamigue des vibrations"

e Etablir le Lagrangien du systeme.
e Déterminer les égquations différentielles du mouvement.
e Déterminer les solutions x,(t),x,(t)en régime permanent.

e Quelle est la condition pour avoir I’annulation du mouvement de m. commenter.
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PARTIE |
ONDES MECANIQUES

Chapitre 6

Géneralités sur le phénomene de

propagation
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Rappel théorigue

= L’onde mécanique est une perturbation local e temporaire qui se déplace dans un
milieu matériel éastique, homogene et isotrope sans transport de matiere,

comme le montre lafigure 5.1.

Figure 5.1

* |L’onde mécanique se propage avec transport d’ énergie.
» || existe deux types de milieux :
s»'Milieu dispersif 1 La cdérité de1’onde dépend.-des caractéristiques. du
milieu et de lalongueur d’ onde.
Exemple: ce phénoméne se percoit par exemple dans l'air lorsque
I'amplitude est importante (dans le cas du tonnerre, les ondes de haute
fréquence se propagent plus rapidement que les ondes de basse
fréquence, l'air est dispersif)
“ Milieu non dispersif : La célérité dépend uniquement des propriétés du
milieu de propagation.
= || existe deux types d’'onde:
% Onde longitudinadle: L’ébranlement est paralele a la direction de

propagation, comme le montre lafigure 5.2.
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=p propagation
déplacement

- —

— —

- - W .
dilatation compression

et _ bl RN e Y LT
RELRSRRRRRR A - A

Figure 5.2

% Onde transversale: L’ ébranlement est perpendiculaire a la direction de

propagation comme le montre lafigure 5.3.

déplacement

i

E L
propagation

YT
W o L !-‘Hfmﬁ' Hm i 'mﬂm
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Figure 5.3

= Lacdérité del’onde est constante dans un milieu linéaire, homogene, isotrope
et non dispersif. Elle dépend de I’inertie, de la rigidité et de la température du
milieu.
= L’onde mécanique se propage a partir d’ une source sous différentes formes :
% A unedimension : Mouvement le long d’ une corde, d’ un ressort.
% A deux dimensions : Mouvement circulaire a la surface d’ eau.
Exemple : Lorsqu’ on jette une pierre sur une surface d' eau, comme lamontre la

figure 5.4 ci-dessous :
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Onde circulaire

Figure 5.4

Le phénoméne apparent dans I'image est une onde circulaire se propageant
dans un plan
% A troisdimension : Ondes sonores.
» Lesondes mécaniques présentent une double périodicité :
% Périodicité temporelle : Caractérisée par lapériode T (S).
< Périodicité spatiale : Caractérisée par lalongueur d onde A, (mM). .
» |e phénomeéne de diffraction est caractéristiqgue des ondes. il se mani "
lorsgu'une-ende rencontre un obstacle ou une ouverture dont les dimensi

sont du méme ordre de grandeur gue lalongueur d'onde, voire lafigure

(i

Figure 5.5
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= Si deux ondes identiques se rencontrent, on va voir qu'elles ne se renforcent pas
forcement, au contraire ! elles peuvent Sannuler : c'est le phénomeéne

dinterférence, voire lafigure 5.6 :

Figure 5.6

=  D’autres exemples pour le phénomene d’ interférence sont :
% L’expérience de Young : lalumiére passe a travers deux trous

o . : . ¢
separés par une distance d. Il apparait sur |’ écran alors des *

interférences circulaires.comme le montre lafigure 5:7 Ci -dz

S
%)))))) i

Plaque trouce Ecran

Figure 5.7
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% Lesondes émises par deux hauts parleurs comme le montre la

figure5.8:
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Applications :

Probleme 1 :

Une source émet une onde mécanique y de fréquence v se propageant dans la direction
Ox avec une vitesse V constante.
= Ecrirel’ éguation de propagation

Posant les variables suivantes: p =t + \éetq =t- é

= Montrer que lasolution de I’ équation est |a somme de types de signaux.
» En déduire laforme de la solution dans le cas d’un milieu homogene linéaire et

infini en régime sinusoidal

Solutions :
= L’équation de propagation :
0w _\290%w
ot? ox’?

C’ est uneéquation aux dérivées partielles unidimensionnelles.

» Les solutions générales en. utilisant |la méthode du changement des variables

sont:
X 3%y
p=1t+— apaq=0:> v.(q)
MY = o =v.(a)+y.(p)

» Enrégime sinusoidal, la solution est de forme:

v (t,x)= Acos a)(t—vﬂx)

Probleme2 :
Une onde mécanique S de fréguence v se propageant dans un espace cartésien Oxyz

avec une vitesse V constante.

= Ecrirel’ éguation de propagation de S
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= Déterminer les solutions de I'équation différentielle par la méthode de
separation des variables.
On définit le vecteur d’ onde k, et la pulsation .
» Endéduirelaforme de la solution générale.
= Donner une relation entre k, et w
L’ espace de propagation est une cavité parallépépidique de dimension (a, b, ¢). On
considére qu’al’instant initial S(t =0)=0.

= Déerminer les solutions finales.

Solutions :

= L’équation de propagation atrois dimensions:
0°S

ot?

» Lessolutionsdel’ équation différentielle par la méthode de séparation des

=V ?2AS

variables :
A(X) /B(x) C(x)__1/T(t)
t =A B T(t = =
() = ADIBOYITI= ~ 0. B(x)  c(x) VET(1) 28
% Apresle calcul on obtient alors:
A(x)+kZA(x)=0 A(x)= A cos k,x+ A, sin k,x

k? =ki+ky+k?

B(y)+kyzB(y)=OaV B(y)=B,cos k,y+B,sink,y
C(z)+k’C(z)=0 kK =

=2 C(z)=C,cos k,z+ C, sink,z
T(t)+w’T(t)=0 v T(t)=T,cos ot + T, sin ot

= |’espace de propagation est limité (fini), on obtient des ondes stationnaires dans
les trois directions.

s En appliquant les conditions aux limites On obtient :

_ () _ Nz

A(x=0)=A(x=a)=0 Ac=0et k= a

B(y=0)=B(y=b)=0_ B, =0e& kim=""F

= y b
C(x=0)=C(x=c¢c)=0

~ C,-o0e kim=PZ

S(t=0)=0 z c

T,=0
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+» Lessolutions alors sont de formes::
A(X)= A, sink,x
B(y)=B,sink,y
C(z)=C,sink,z
T(t)=T, cosmt

Simp (X,Y,Z)=AB,C, T, sink{” xsink{™ ysink{P zcosw, ,, .t

+ Ains lasolution finale pour tous les modes propres est :

SH(xy,zt)=> > > Asink{”xsink{™ysink{”zcosw, , tavec A=A,B,C,T,

n m p

Probleme 3 :

Une onde mécanique S de fréguence v se propageant dans un milieu a symétrie radiale
avec une vitesse V constante.

= Ecrirel’ équation de propagation de S.

» Résoudre |’ éguation aux dérivées partielles.

= Exprimer la solution générale dans le cas d'un milieu infini en régime

sinusoidal. Interpréterles resultats.

Solutions :
= L’équation de propagation :
2
4 ZS =V ?24S
ot

= Lasolution générale dansle cas d’un régime sinusoidal :
1 r r 2 2 2 2
S(r,t)=—{f(t——)+ g(t+—)}avec r-=Xx"+y“ +z
r \% \%
= Lasolution générale dansle cas d’un régime sinusoidal :
S(r,t)= L cos co(t—\%)avec r’=x*+y*+z°
r

On obtient une onde sphérique incidente sinusoidale comme le montre lafigure
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Onde sphérique

Figure 5.9

Le facteur % représente |’ amortissement de I’amplitude de I’ onde sphérique qui

est due a la répartition énergétique de I’ onde dans toutes les directions de la méme

maniere.

Probleme 4 :

Soit une onde mécanique v de fréguence v se propageant dans le plan (Oxy) avec une
vitesse V constante,

= Ecrire|’equation de propagation.

= Déterminer les solutions en utilisant |la méthode de séparation des variables.
On pose les conditions suivantes :

w(x=0)=o,aa—‘”(y=0)=o
y

= Déterminer les solutions générales.

Solutions :
= |’équation de propagation a deux dimensions:

Oy _yof 07w , 0w
2 2 2
ot 0X oy

» Lessolutionsde |’ équation différentielle par la méthode de séparation des

variables :

_ A(x)  B(y)_ 1 T(t)_
S(t,x,y)=A(x)B(y)T(t)= A(x)+B(y)_V2T(t)_CSte
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% Apreslecacul on obtient alors:

A(x)+kZA(x)=0 KZ = k2 + k2 A(x)= A cosk x+ A, sink, x
.. X y

E?.(y)+k§B(y):0avec Lo = B(y)=B,cosk,y+B,sink,y
T(t)+w?T(t)=0 ° vV T(t)=T,coswt+T, sin ot

= |’espace de propagation est limité (fini), on obtient des ondes stationnaires dans
les trois directions.

s En appliquant les conditions aux limites On obtient :

av;/(X:O):O: A=0y k(n>_n_”:>A(X):A28inkin)X
W(Y=0)=0 B, =0 x a B(y)= B,cosk,y

% Lessolutions générales sont :

Si(x,y,t) =Y Asink{"xcosk{™yT(t)avec A=A,B,
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Chapitre 7
Application : I’ eéquation de propagation

mecanique dans differents milieux
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Rappel théorique :

Nous alons voir comment une onde peut progresser dans une corde.
Soit un fil de longueur | et de masse m, la masse linéique du fil (supposée constante le
long de celui-ci) est alors:

m _dm

HET T

Par un léger choc, créons une petite perturbation transversale (afin de ne pas déformer
le cable et maintenir constant sa masse linéique). Isolons, dans la zone perturbée, un
élément defil, de longueur di :

Approximations :

Chaque élément de la corde peut étre découpé de fagcon infinitésimale de fagon a étre
presque paralele a I'axe x. Les angles 0(x,t),0(x+dx,t) sont donc considérés
comme petits

La corde est considérée comme déformable mais non alongeable donc la norme_des
foreces dans |a corde est constante en tout point quel que soit-la déformati on.

Pour la suite du raisonnement, nous nous servons de lafigure 6.1 ci-dessous:

= xtdx ¥
Figure 6.1
Le bilan des forces donne :
~ F[cosd,., —coso,] =0
> F=dma :>F[Sin9x+dx _dno] = m%avec dm= rdl
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Ce qui signifie gu'il n'y pas de déplacements selon X, et areprésente I’ accélération selon
y. Si les angles sont vraiment petits, nous avons le premier terme du développement

gui donne:

oy

OX

snxxztanx =z

dl = dx
Laloi de Newton appliquée a la masse dm= udx donne (nous considérons que chague
point de masse se déplace seulement selon y car il n'y a pas alongement) :

L es tangentes sont données par les dériveées partielles de la fonction y(X) :

2

FIY Y=Y
aX><+d>< aXx at
Il en résulte I’ équation aux dérivées partielles :
o'y _Fo'y_ o, _ |F
ot? u ox’ u

Elle se nomme "I’ équation des cordes vibrantes*.

Nous-vérifions-les unités-de F sont celles-du carré d'une vitesse(m/ s)?, comme
y7,

I'exige |'anal yse dimensionnelle. Pour simplifier I'écriture, nous posons :

v= &
u

Dr Fouad BOUKLI HACENE



119
Chapitre 7: Propagation d’ ondes mécaniques dans différents milieux

Applications :

Probleme 1 :

Soit une corde vibrant transversalement dans le planOxy . L’équation de mouvement
est de formey = f(x,t). Soient T et x la tension et la masse linéique de la corde a
I’ équilibre.
= Ecrire!’éguation de propagation de |’ onde.
» EndéduirelacééritéV desoscillations.
On considére que I’ ébranlement original est sinusoidal.
= Déterminer les solutions de I'équation de propagation en utilisant la
méthode des séparations des variables.
Maintenant la corde est fixée par les deux extrémités de distance a, |achée sans vitesse
initiale.
= Déterminer laforme de la solution générale.
= Montrer que les fréquences de vibration de la corde sont multiples entier
d’ une fréguence fondamentale ;.

Application numérigue:Pour la troisieme corde de la guitare delongueur a=63cm

en nylon, de masse volumique p=1200kg/m* et.de section S=0.42mn?.
= Calculer la tension de cette corde pour gu'elle puisse émettre le son
fondamental f;=147Hz (note ré).

Solutions :
= |’équation de propagation :

o’y T 8%y T
ot o Y T
t H OX H

= |essolutionsdel’ équation de propagation de I’ onde libre :

A(X): » B(t) A(X):Alcosvﬂx+Azsin3x

y= ACOT(D)= s =VE o

B(t) = B, cos ot + B, sin ot

= | acorde est maintenant fixée, les conditions aux limites nous donnent :
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y(x=0)=y(x=a)=0 A =0 nr  A(x)= A, snk!{"x
= =

et kiM=(Z
o8 k=2,

2

y(t=0)=0

Ains lasolution finale:

yr(x,t)=> Asink{"xcosw,tavec A=A,B,

= | esfréquencesde vibration delacorde:

ki”):&=2ﬂf”:n—ﬂ:> f. = nf, avec flzi T
\% \% a 2a \| u

= Application numérique:

flzi 1:> T=4a’pS? = T =17.3N
2a \| u

Probléme 2:
Une corde vibrante homogene et sans raideur, de masse linéiqueu, tendue par une
force de tension d'intensité F constante. La corde au repos est horizontale &t
materialisee par |’ axe Ox™
Au-cours de la-propagation-d'une-onde, le point-M dela'corde, .d"abscisse X' au xepos
subit le déplacement transversal y(x, t) a I'instant t. On néglige I'influence de la
pesanteur sur la corde, mais on tient compte de la force d amortissement dirigéee

suivant I'axeOx , Ox 1 Oy et de valeur algébrique: - bV (x,t) pa unité de

longueur (avec b>0), ou V (x,t) = % est la vitesse transversale de I’élément de la

corde d' abscisse x al’instant t.
= Etablir I’ équation aux dérivées partielles du déplacement y(x, t).
On définit k le vecteur d’ onde de cette onde. On supposera |’amortissement faible

(b<<uw).

= Etablir larelation de dispersion souslaforme: k(o ) = @ [1- jg(a’ )

= Exprimer les coefficients g et ¢ en fonction des données F, u et b.

= Endéduirel’ équation de |’ onde y(x, t). Que peut on dire sur y(x, t) ?
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On définit I'impédance mécanique complexe
7-_ D
V(x,t)

Ou T, désignelaprojection sur Oy delatension de lacorde en M(Xx).

= Exprimer I'impédance mécanique complexe Z de la corde en fonction de
F.u, b. etw.

Solutions :
= |’équation aux dérivées partielles du déplacement y(x, t) :

2 2
8_3/:u83/+£8_yavec V = F
OX F ot F ot u

= |arelation dedispersion:

y(t,x) = Ae i) k(p )= L (1 ] b yaveC C = /i g(ow)=
C 2uw u

= ' equation del’ ondey(x, t) :

bx

y(t,x) = Ae*fﬂcei(wt—g)
C’ est une onde progressive amortie.
= L’impédance mécanique complexe:
oy
7o _pox_, Z =—JuF (1- jL)
ot
Probleme 3:

Partie A : Equation de la corde vibrante :

Une corde Homogeéne et inextensible, de masse linéiquey, est tendue horizontalement

suivant |I’axe Ox avec une tension F constante, voire lafigure 6.2.
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La corde, déplacée de sa position d’ équilibre, acquiert un mouvement décrit a I’ instant
t par le déplacement quasi vertical y(x, t), compté a partir de sa position d’ équilibre,
d’ un point M d’ abscisse x au repos.

A l'instant t, latension T( x,t) exercée par la partie de la corde a droite de M sur la
partie de la corde a gauche de M, fait un petit angle 0 ( x,t ) avec |’ horizontale.

On admettra O petit, faible courbure de la corde, et on négligera les forces de

pesanteur.

T(x+dx)

f(x+dx, 1)

Equation des cordes vibrantes: On considére Te troncon de lacorde compris entreles
abscisses x, x + dx .
= Etablir I’ équation de propagation de I’ onde de la corde vibrante.

= EndéduirelacééritéV del’ onde enfonction de et F.

Partie B : Analogie électrique:

Soit une tranche d’'une cellule éectrique sans perte représentée dans la figure 6.3

comme suit :
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Ling dx :
i) %”“‘wm_ ifc+dx, )
Copdy ——
e +dx. 1
) u(x+dx,t)
" 1 X
x x+dx
Figure 6.3

= Montrer que la cellule électrique représentée ci dessus constitue un circuit
analogique d’ un élément de corde vibrante de longueur dx

= Exprimer les correspondants mecaniques de I'inductance linéique Ling, de la
capacite linéique C,,, de I'intensite du courant i(x, t) et de la tension électrique

u(x, t).

Solutions:

Partie A
= |’équation de propagation de I’ onde de la corde vibrante :

2 2
>F=md = T(xt)=T(x+dx)=F= ag/zié gavec v= B
ot u ox u

Partie B :
= L’équation de propagation de I’ onde dans la cellule électrique :

Oi _ - ou
ox  ® ot 0%l _ . e 00
u_.oai oxz ~ bmCa
ox "ot

= L’équivalence mécanique-électricité:

Dr Fouad BOUKLI HACENE



124
Chapitre 7: Propagation d’ ondes mécaniques dans différents milieux

O o0 Oy _pdly
ox2 MT® 52 ox>  F ot?
Avec
L?nd = [l
* 1
Cap = E
: oy
| X,t & —
((x,t) p
Probleme 4 :

Deux cordes, de masses linéiques u; et u,, sont attachées a la jonction O pour former
une longue corde tendue horizontalement suivant I'’axe Ox avec une force de tension
d’intensité F. On choisit I’ abscisse x=0 alajonction O des deux cordes.

Une onde incidente sinusoidale transversale de faible amplitude a et venant de la
gauche (région x<0) de laforme:

y.(x,t)=a, cos( ot — k,x)

A lajonction O il y aune onde réfléchie danslarégion x<0 et une onde transmise vers
laregion x>0. On définit k; et ky respectivement comme étant les vecteurs d 0ndes

danslesrégionsx<0 et x>0
= Exprimer les deux équations de continuité au niveau de la jonction O deux
relations qui lient lesamplitudes a, ,a, ,a, et Ierapport:z—l.
2

= En déduire les coefficients de réflexion R = a et de transmission T = a
a, q,

pour |’amplitude en fonction de k; et ko, puis en fonction de uy et .
Commenter.
Application numérigue : On attache en O un fil d’acier(1) de diamétre d;=2 mm et un
fil d' acier (2) de diametre d,=1.2mm.
= Calculer, pour I’onde qui se propage du fil (1) versle fil (2), les coefficients R
etT.
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Solutions :
» Lesdeux équations de continuite :

y (0,t)+ vy, (0,t)=y,(0,t) = a +a =a

oLy (x,t)+ vy (x,t)= vy (Xxt)] _ oy (xt)
[ a ]X:O_[ i r

X OX L

= | escoefficients deréflexion et de transmission :

R:a_r . R:km_koz: R = \/Z \/Z
a; k01+k02 \/ﬂ_l"'\/z
a 2k N
T=" = T=—2 =
a Koy + Koy NN

s+ Commentaire:

- = R>0 -
Hy = Hy ot Hy ,u2:> T+-0
Hy<p, = R=<O0 My < Uy

=  Application numérique:

k01_k02 R_dl_dz

R o R= - = R =125 %
ai kOl + k02 dl + d2
ooy 2k S D 2d, T=-75%
ai kOl + k02 dl + d2
Probleme 5:

Un barreau cylindrique d’auminium, de masse volumique p de longueur | et de

section droite2, subit un allongement relatif :
A F

I EX
Sous |'effet d’'une force F d étirement dans le sens de I'axe Ox du barreau; la
constante E est le module d' Y oung du métal. On négligera les variations de la section
du barreau. Lors du passage d’ une onde acoustique, I’ é ément de barreau compris entre
les plans de section voisins d abscisses x,x+dx se déplacent respectivement de
s(x,t)et s(x+dx,t) al’instant t par rapport aleur position d’ équilibre ;
= Montrer quel’élongation s(x,t) obéit a une éguation de propagation d’ ondes.

= Calculer lacélérité V de ces ondes dans le barreau d’ aluminium pour lequel :
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p= 2700kg/m® et E= 710" Pa

Soit une onde plane progressive acoustique d’ amplitude ag :
X
t)=a, t——
x,t) coa( v )

= Calculer dans ce cas la variation relative maximale o,y de volume de |’ é ément
de barreau (x,x+dx) entrelesinstantsOett;
= Latension T(x, t) du barreau au niveau de sa section droite d’abscisse x, a
I’ instant t.
Le barreau de longueur I, fixé a une de ses extrémités O, est libre al’ autre extrémité A.
On cherche la solution de I’ équation de propagation de I’ onde sous laforme
s x,t)=g(x)sinwt
= Déterminer la fonction g(x), on notera a I’amplitude de cette fonction spatiale.

On prend comme conditions aux limites :
(x=0,t)=0et §(X=|,t):0
OX

= Deéterminer-les fréquences propres du barreau en-fonction de E, |, p et dsun
entier N.
Dansles conditions ou e son Ie plus grave a une fréquence f,=2KHz,
Déterminer :
= Lalongueur I= OA du barreau cylindrique.

= |’énergie cinétique moyenne E_(t) de ce barreau en fonction de sa masse M et

de lavitesse maximale V,, d un élément du barreau.

Solution :
= |’équation de propagation d’ ondes :

2 2
SF-ma = T(x+dx)—T(x,t)=dex2t25:> 0s_E
p

= Application numérique :
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V :\/E=1610m/s
P

» Lavariation relative o, et latension T(x, t) :

5W=%:> T(x,t):aows/Epgnw(t—Vi)
= Lafonction g(x) :

d*g(x)

0}
dx? v

Ixt)=g(x)snot = v

+(§)Zg(x):0:> g(x):A_Lcosserzsin

Alorson aura:

. @
50,t)=0= g(0)=0= g(x) = aSII‘le

A=0
= Lesfréguences propres du barreau :
0s aog 10) 2N +1
— ) =0 — ), =0= cog(—x)=0 fy =
(ax )x=| = ( ax )x=| = S(V ) = N 4|
= Lalongueur |I= OA du barreau cylindrique :
I :i E = 31cm
4%, \'p

= |_*énergie cinétique moyenne-

|
Ec(t)zéjvzdmzéj'(%)zp&jx - Ec(t):%M(aa))z
0

Probleme 6 :

On se propose d' étudier 1a propagation d' une onde transversale a la surface S d’ une

membrane tendue. On considéere une membrane rectangulaire dans I’ espace plan Oxyz
et dont les axes sont Ox,0y,0z. Soit un éément ds dont les cotes sont soumises a des

tensionslinéairesr , comme le montre lafigure 6.4 comme suit :
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Figure 6.4

= Etablir I’équation de propagation de I’onde sachant que la membrane a une
masse surfacique o.
= Trouver les solutions de I’ équation différentielle par la méthode des séparations

des variables.

Application :
= Etablir I'équation de propagation dans. le cas d'une membrane circulaire,de

rayon R.
» Endéduire laforme de la solution géenérale de I’ équation de propagation.

Solutions :
= L’équation de propagation del’onde :

2 2 2 2 2 2
YF=md = odxdyazzzr(azz+6zz)dxdy:> 072,02 47992 vec V=
ot ox:= oy OX

» Lessolutions del’ éguation différentielle par la méthode de séparation des
variables:

ACx) , Bly) _ 1 T(t) _

= — = Cste
A(x)  B(y) V7 T(t)

z(t,x,y) = A(x)B(y)T(t)=

% Apreslecacul on obtient alors:
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A(x)+kZA(x)=0 kZ = k2 + k2 A(x)= A cosk x+ A, sink, x
.. X y
B(y)+k;B(y)=0avec o = B(y)=B,cosk,y+B,snk,y
T(t)+w?T(t)=0 ° v T(t)=T,cos wt+T,sin ot
Application :

= Dansle cas d une membrane circulaire de rayon R, |” équation de propagation

est sousforme:

2 2 2 2

8_22+6_222A :ga—f: Az(r):li(rg):ga—zzavec V=t

ox° oy T ot ror or° t ot o

= Laforme delasolution générale de I’ équation de propagation :
z(t,x,y)=AJ(r)+ AN(r)
Ou J(r),N(r)sontlesfonctionsde Bessel et Neumann.

Probléme 7 :

Une ligne de transmission téléphonique, paraléle a I’axeOx, sans pertes, peut étre
décomposée en cellules élémentaires de longueur.dx. Cette ligne est caractériseevpar

son inductance linéique L, , €et'sacapacité linéiqueC,. Comme le montrelafigure’6.5

Ci dessous';

Linadx

Code ——
— +dx, 1,
—— u(x+tdx,t)
] [ ] X
x x+dx
Figure 6.5

= Montrer que le courant i(x, t) et latension u(x, t) obéissent a une méme équation
d’ onde d’ Alembert que I’ on déterminera.

= Exprimer enfonctionde L, et C, lacélérité V delapropagation del’ onde de

courant et de |’ onde de tension sur cette ligne.
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On admet qu’ une onde progressive harmonique de courant se propage dans cette ligne,
supposéeinfinie :
i(x,t) =i, cosa(t—>)
\%
= Montrer quen tout point de la ligne, on a u(xt)=Z.i(xt)ou I'impédance
caractéristique Z, est une constante qu’ on exprimeraen fonctionde L, etC,.

La ligne, située dans I’ espace x<0, s éend jusqu'en x=0 ou €lle est fermée sur une

résistance R. On aimente la ligne par une tension par tension sinusoidale de pulsation
® L’onde de courant s écrit alors sous laforme:
i(x,t)=(Ae v +Be v el
= Justifier cette écriture en notation complexe.

Exprimer I'impédance Z(x,t)=M de cette ligne. On fera apparditrez,

dans |’ expression de Z(x).

Solutions :
= | "équeation de propagation :
. 2 2
ou oi 52 o2y Ve V= —
_:_L?nd —_— u = L* C* u I-indCap
OX ot ox? nd T 512
= L’impédance caractéristique Z,
C X M . L?nd
u(x,t)=i LV ecoso(t——) =L Vi(xt) = Z = |=
Vv Cio

L’ onde de courant résultante dans cette ligne fermée par larésistance R est due

alasuperposition d’ une onde incidente qui se propage versles x>0 qui S écrit
souslaforme:
. i(0t-2%)
L(xt)= Ae’ v

¢ Et en onde réfléchie qui se propage versles x<0 sous forme:

Dr Fouad BOUKLI HACENE



131
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i(ot+2x)

i(xt)=Ae

« Ains larésultante est donnée comme suit :
) -12x Hox
i(xt)=(Ae vV +Be Vv )

= L’impédance complexe delaligne:

. @ . @
—-j=x —X

JV +JV
Ae - Be

Z(xt) =YX Fxty=z.
i(x,t) Ae_‘

o
—X

X +j
+Be Vv

E
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Problemes supplémentaires :

Probléme 8:
Soit une chaine linéaire & un atome par maille de coté a. La position au repos du n'®™

atome de masse mest x = nacomme le montre lafigure 6.6.

RIS

Figure 6.6

Une onde mécanique longitudinale se propageant sans amortissement le long de
I”axeOx est caractérisée par :
Agiax-at)

On modéise le mouvement des atomes par un potentiel harmonique de type

1 .
~ kx* comme le montre lafigure 6.7 avec k est la constante de rappelle.

Va1 ¥n Yl
k k )
ﬂ.
Ficure 6.7

= Ecrire I’équation du mouvement pour |'atome de rang n, en appelant

Y1, Y Ya. €S déplacements des atomes derang n-1, n et n+ 1.
» On chercheralasolution de forme:

y = Ael(d%-at)
n

*

D)

% Déterminer larelation de dispersionw(q”) .

D)

*

Tracer legraphew(q”).

* 0

*
0‘0

En déduire la vitesse de |a phase.

D)

0‘0

Donner I’ expression de la vitesse du groupe.
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+ Que peut-on dire sur la nature du milieu aux grandes longueurs

d’ onde.

Probléme 9:
Une conduite cylindrigue de section Set d’ axe horizontal Ox contient un gaz au repos,

de pressionP, , de masse volumique p et de coefficient de compressibilitéy.. Une
onde acoustique plane se propageant dans ce fluide. On notera S x,t) le déplacement
de la tranche de fluide d' abscisse au repos x et P(x,t)=P, + p"(x,t)la pression du

fluide a I’abscisse x, a I'instant t comme le montre la figure 6.8. On négligera les

échanges de chaleur.
s(x,y s{x+dx,y
— —
I
x=0 ! Ox
% [ 4 | = = omom -}
: 1
| |
| |
. 1
Position (x) position (x+dx)

Figure 6.8 ITranche de fluide
Pour des petites oscillations :
= Etablir I'équation de propagation relative au déplacementS(x,t)a partir de

I’ équation fondamental e de la dynamique.
= Calculer lacélérité V del’ onde acoustique dans |’ air caractérisé par :

2. =7.1510"°Pa'et p =1.29%gm™>
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