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Probabilités de transition

Considérons un ensembles des états £ = {0,1,2,---,}. On écrit

Poo Po1 Po2
P=| Pio P11 P12
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Tllustration 1

&xemple 1

Soit X = {X,, | n € N} une chaine de Markov avec E = {a, b, c} et

0.67 0.00 0.33

0.50 0.25 0.25
P=
0.60 0.40 0.00

» Objectif

PXi=bX,=¢c,X3=a,X4=c,Xs=a,X¢=c,X7=0b
| X0 = ¢)

= PcbPbcPcaPacPcaPacPch

= 0.40 x 0.33 x 0.60 x 0.25 x 0.60 x 0.25 x 0.40

= 0.0012
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probabilité de succes, IV, est le nombre de succes en n expériences
Bernoulli indépendantes. On a

P (Npsm — N = k|No, -+ ,Ny)

Tllustration 1

= P(Npsm — N, = k) = Ck¢*(1 — )5

Donc, {N, |n € N} est une chaine de Markov homogene.
La |distribution initiale : 7 = (7o, - - -) avec

ng=PWNy=0)=1 etﬂ'jZOVjZl
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L’ensemble des états est E = {0, 1,2, - - - } Les probabilités de tran-
sition sont données par :
astaion 0 si j=i+1

Pij=PWNyy1 =jIN,=0)=4q 1-6 si j=i
0 ailleurs
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1-6 6
0 1-6 6

Tllustration 1
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& nstant du succes dans le processus de Bernoulli

» Soit {T,} la suite de variables aléatoires telle que 7},

représente 1’instant du n°™ succes dans le Processus de

Bernoulli.
» Ona:
. 0 sia{T, > j}
P(Tn+1 =]|TO" o ,Tn) = { qu—l—Tn si "

@ {T,} est une chaine de markov.
» [’ensemble desétats: E={0,1,---}; Tp =0

» La distribution initiale :
70)=PTy=0=1,7(1)=n2)=---=0.

{Tw <J}
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& nstant du succes dans le processus de Bernoulli

» Les probabilités de transition sont :
Pj=PThr1 =jlTh=0=P(Tp1 —Tu=j—10)
» Ona:
P.__{o si j<i+1}
Y7 pg™t si j>i+1)

@ [ .a matrice des probabilités de transitions :

0 p pq ps* pq°
0 p pqg pg*

0 p pg
P= 0 »p
0
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» Soit j un état fixé dans une chaine de Markov homogene

{X, }neny d’espace des états E, de distribution initiale g et de
matrice de probabilités de transition P.
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» Soit j un état fixé dans une chaine de Markov homogene
{X, }neny d’espace des états E, de distribution initiale g et de
matrice de probabilités de transition P.

» On s’intéresse a la probabilité du premier passage par 1’état j.
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» Soit j un état fixé dans une chaine de Markov homogene
{X, }neny d’espace des états E, de distribution initiale g et de
matrice de probabilités de transition P.
» On s’intéresse a la probabilité du premier passage par 1’état j.
» On écrit,
PXr, =jXo=0)=P(T1 =klXo=i) =P (T) =k) =
(k) .

Passage par un état fixe




3@% S assage par un état fixe

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015
06:53:52

Passage par un état fixe



@% S assage par un état fixe

o gdg Sl pydadl

Pr. Chaabane

e e Soitj € E, un état fixe.
e o Pourlk=1:

Passage par un état fixe



@% S assage par un état fixe

o gdg Sl pydadl

Pr. Chaabane

e e Soitj € E, un état fixe.
e o Pourlk=1:

(1)

Passage par un état fixe



m S assage par un état fixe

o gdg Sl pydadl
Us THEB

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 ]
06:53:52 e Pour k=1

G(1) =P (Ty = 1) =

Passage par un état fixe



@% S assage par un état fixe

o gdg Sl pydadl
Us THEB

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 ]
06:53:52 e Pour k=1

(1) = Pi(T1 = 1) = Pi(X; =) =

Passage par un état fixe



@% S assage par un état fixe

o gdgiSilly ppdadd
Us THEB

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 ]
06:53:52 e Pour k=1;

9;;(1) = Pi(Ty = 1) = P;(X; =) = P(X1 = jlXo = 1)

Passage par un état fixe



S assage par un état fixe

ly
Us THEB

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 ]
06:53:52 e Pour k=1;

(1) = Pi(T1 = 1) = Pi(Xy =)) = P(Xy = jlXo =) =pj

Passage par un état fixe



Hassage par un état fixe

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 — ]
06:53:52 e Pour k=1;

(1) =P (Ty = 1) = Pi(X; =)) = P(Xy = j|Xo = 1) =pj

e Pour k=>2;

Oiik) = PXy#j,Xo#j,-+ , Xim1 #J, Xk = j1Xo = 1)

Passage par un état fixe



Hassage par un état fixe

Pr. Chaabane
Djamal

e Soitj € E, un état fixe.

12/12/2015 .
06:53:52 e Pour k=1;

Bi(1) = Pi(Ty = 1) = Pi(Xy =) = P(X; = jIXo = 1) =pjj

e Pour k=>2;

(k) PXi#j,Xo#],- ., Xsc1 #1, Xk = jIXo = 1)

DU P =bXo # ) Xt #, Xe = jiXo = )
beE\{j}

Passage par un état fixe



Hassage par un état fixe

Pr. Chaabane

Djamal e Soitj € E, un état fixe.
o g pour [N,
Bi(1) = Pi(Ty = 1) = Pi(Xy =) = P(X; = jIXo = 1) =pjj
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Bijk) = PXy#j,Xo#j,- -, Xim1 #J, Xk = jIXo = 0)
—— = Z PXi=b,Xs #],- , Xpm1 # ], X = jIXo = i)
beE\{j}
= Z P (X, = blXy = i) X
beE\{j}

PXo #j,- . X1 #J. Xk = jIXo = i,X1 = b)
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&xemple

On considere une chaine de Markov avec E = {0, 1,2} et

e Soitj = 2 I’état fixé.

Q== =

wwaN— O

Gl—wi— o
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[OV] [0 \GY S
wjwa— O
Sl—wi— o

e Soitj = 2 I’état fixé.
e On calcul 39y (k), P12(k) et (k)
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On considere une chaine de Markov avec E = {0, 1,2} et

[OV] [0 \GY S
wjwa— O
Sl—wi— o

e Soitj = 2 I’état fixé.
e On calcul 39y (k), P12(k) et (k)
@ On pose f>(k) = (Fo2(k), P12(k)etdn(k))
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L) = F12(1) -
¥(1)
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Tatri chast 1 0 0
Rel 1 1 1 0
‘ Q=2 &
1 3 0
B 3 5
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Soit j un état fixé dans une chaine de Markov {X, },en d’espace des
états E, de distribution initiale 7y et de matrice de transition P.
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Passage par un état fixe

Soit j un état fixé dans une chaine de Markov {X, },en d’espace des
états E, de distribution initiale 7y et de matrice de transition P.

Proposition
Ona:

vij = Pjj + Z PipVvp; (1)
beE\()
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Soit Nj(w) le nombre de passage par un état fixé dans une chaine
de Markov {Xn},cn pour toute réalisation w € Q.
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o e Soit Nj(w) le nombre de passage par un état fixé dans une chaine
de Markov {Xn},cn pour toute réalisation w € Q.
12/12/2015
06:53:52 - N](a)) =m
g
(T1(w) < ), (T2 (w) < ), ..., (Tin(w) < )
(Tin+1(w) = )
d’ou les événements
(Ty <), (T2 =T < ), ..., (Try — Tin-1 < )
(Tns1 — Ty = 00)

Passage par un état fixe

sont indépendants et de probabilités en commencant

1’évolution de i
Vijs Vjjs - Vjj €t (1 — vj)

respectivement.
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o Soit Nj le nombre de passage par I’état j. Alors
Gt PNj=m) =Vl 1wy, m=12,. )
I et pour i # j

1- Vij m=0
Pl(]v] — m) - { vijv]I;l—l(l _ ij) m = 1,2’ » (3)
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(o)

= Z vj’-;’_l(l )]
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Do —wy)
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-1
(I =vp) Z vj’-;’
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S assage par un état fixe

Proposition

I si vi<l1

Pf'(Nf<°°):{o sivi=1

4

e Sivy; = 1, alors N; = co certainement
Pj(Nj = 00) =1-Pj(Nj <o) =1-0=1. Donc,
E;j(Nj) = o
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1 osiov<d
P](]v] < OO) - { 0 si ij - 1 (4)
— e Sivy; = 1, alors N; = co certainement
Pj(Nj = 00) =1 = Pj(Nj <00) =1-0= 1. Donc,
Ilustration 2 Ej(Nj) - 0o
o Siv;<I,N;~ Geom[ E(N)=p =7 ); probabilité de
e/

succes est p = 1 — vj;
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1 osiov<d
P’(N]<oo)_{0 si vi=1 “)
= e Sivy; = 1, alors N; = co certainement
Pj(Nj = 00) =1-Pj(Nj <o) =1-0=1. Donc,
o E;j(Nj) = o0
e Sivj<I,N;~ Geom[ Ei(N) =p =5 ); probabilité de
i

succes est p = 1 — vj;

e [a matrice potentielle est : X = (r,-j),- JeE
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1 siXy(w)=j
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Donc
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Pr. Chaabane
Diamal Etant donnée une chaine de Markov {Xn},en d’espace des états E,
122120 de distribution initiale mrq et de matrice de transition P. Soit 7'
I’instant du premier passage par un €tat fixé j,j € E et N; le
nombre totale de passage par I’état j.

Définition

@ [état j est dit | récurrent (persistant) si
P j{T < OO} =

Passage par un état fixe

@ Sinon, si P{T = co} > 0 alors j est | transitoire .
@ Un état récurrent j est dit _ mul si E;(T) = +oo.

@ Sinon il est dit | non nul .
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@ Un état récurrent j est dit | périodique | de période 6 si d > 2

est le plus grand entier tel que

PAT =népourn>1} =1

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% lassification

Définition (suite)

@ Un état récurrent j est dit | périodique | de période 6 si d > 2
est le plus grand entier tel que

PAT =népourn>1} =1

@ Sinon, s’il n’existe pas un tel n avec 6 > 2, j est dit
apériodique .
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e Sijrécurrent

Introductic

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe



;@% % ’lassification

Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

e Sijrécurrent = v;; = 1

Passage par un état fixe
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e Sijrécurrent = vj; = 1= rj = +o0

Passage par un état fixe
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e Sijrécurrent = vjj = 1= rj; = +00 = {N; = oo} est presque
certain

Passage par un état fixe
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e Sijrécurrent = vj; = 1= rj; = +00 = {N; = oo} est presque

certain

e Sij est transitoire

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% lassification

e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = vj; < 1
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Passage par un état fixe

% lassification

e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = v;; < 1 = La probabilité de quitter sans
retour 1 —v; >0
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Passage par un état fixe

% lassification

e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = v;; < 1 = La probabilité de quitter sans
retour 1 —v;; > 0= rj < oo
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e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = v;; < 1 = La probabilité de quitter sans
retour 1 —v;; > 0= rj < oo

rjj<oo;

Passage par un état fixe
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e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = v;; < 1 = La probabilité de quitter sans
retour 1 —v;; > 0= rjj < oo

® rjj <ooydonc rj = v;rjj < rjj < o
ViEE;Zpg.<oo:Pg—>0,

n>0

Passage par un état fixe
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e Sijrécurrent = v;; = 1= rjj = +00 = {N; = oo} est presque
certain

e Sijest transitoire = v;; < 1 = La probabilité de quitter sans
retour 1 —v;; > 0= rjj < oo
® rjj <ooydonc rj = v;rjj < rjj < o
ViEE;Zpg.<oo:Pg—>O,
n>0
e Sij estun état récurrent nul, donc E;(T) = oo (durée
moyenne entre deux retours vers j est infinie) — PZ. — 0.

Passage par un état fixe
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= Sij est transitoire ou récurrent nul alors

| lim P = 0 5)

\n‘\ sduction ‘ : N—>00 y

Relation de

Chapman-Kolmogorov

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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= Sij est transitoire ou récurrent nul alors

lim P} =0 )

n—ooo Y

=1 Sij est un état récurrent apériodique, alors

x; = lim P} >0 6)

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Théoréeme

=0 Sij est transitoire ou récurrent nul alors

lim P} =0 )

n—ooo Y

=1 Sij est un état récurrent apériodique, alors

5= L = (©)
= Pourtouti € E
lim Pg. = Vym; (7)

n—oo
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@ accessible :I’état j est accessible depuis 1’état i si il existe au
moins un chemin menant de i a j. Ce qui donne :
dn e Nlp,'-} > 0.

Passage par un état fixe
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@ accessible :I’état j est accessible depuis 1’état i si il existe au
moins un chemin menant de i a j. Ce qui donne :
dn e Nlp,'-} > 0.

@ communiquant :les états i et j communique si il existe au
moins de chemin menant de i a j et un chemin qui mene de j
ai.

Passage par un état fixe

EInENlp;>OetEIm€N|pJ'.?>O
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Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe

% ’lassification

@& accessible :1’état j est accessible depuis ’état i si il existe au

moins un chemin menant de i a j. Ce qui donne :
n
dn e Nlpij > 0.
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@& accessible :1’état j est accessible depuis ’état i si il existe au

e moins un chemin menant de i a j. Ce qui donne :
Chapman-Kolmogoro 1
dn e Nlpij > 0.

Hustaion & communiquant :les états i et j communique si il existe au
moins de chemin menant de i a j et un chemin qui méne de j a
i

Passage par un état fixe

Jn € Nipj; > 0 et Im € Npj/ > 0
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065352 i — j si et seulement si il existe n € N tel que pg;) > 0.

Introduction

Matrices Stochastiques

Relatior
Chapman-Kolmogoroy

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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065352 i — j si et seulement si il existe n € N tel que pf{? > 0.
.
Proposition
iy Sii— jetj— kalorsi— k.
apman-Kolmogoroy )

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Proposition

i — j si et seulement si il existe n € N tel que pf{? > 0.

Proposition

| A

Sii— jetj— kalorsi— k.

Preuve

| A\

0 Sii—j, alors3r20|p;j>0.
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065352 i — j si et seulement si il existe n € N tel que pf{? > 0.

Proposition

| A

Sii— jetj— kalorsi— k.

Preuve

| A\

0 Sii— j, alors Ar > 0|p;j > 0.
P mm e 0 Sij— k, alors Is > 0| p;k > 0.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Proposition

i — j si et seulement si il existe n € N tel que pf{? > 0.

| A

Proposition

Sii— jetj— kalorsi— k.

Preuve

| A\

0 Sii—j, alors3r20|p5j>0.
0 Sij—k, alorsEIsZOIpJfk>O.
O Pourn=r+s,ona:

Pl = ) PPl = Ppl > 0.

aeE
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065352 i — j si et seulement si il existe n € N tel que pf{? > 0.

Proposition

| A

Sii— jetj— kalorsi— k.

Preuve

| A\

O Sii — j, alors Ar > 0|p;j > 0.
P mm e 0 Sij— k, alors Is > 0| p;k > 0.
O Pourn=r+s,ona:

Pl = ) PPl = Ppl > 0.

aeE

Donc i—>k [ |
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Un ensemble d’états C est dit fermé si : i € C eti — jalorsj € C.

Introduction

Matrices Stochastiques

Relatior
Chapman-Kolmogoroy

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Un ensemble d’états C est dit fermé si : i € C eti — jalorsj € C.

o Un ensemble C fermé est irreductible si aucun
sous-ensemble de C n’est fermé.

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Un ensemble d’états C est dit fermé si : i € C eti — jalorsj € C.

Comamas Kmegores o Un ensemble C fermé est irreductible si aucun
sous-ensemble de C n’est fermé.

e Une chaine de Markov est irréductible si son ensemble des
états est I'unique ensemble fermé.

Passage par un état fixe
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Un ensemble d’états C est dit fermé si : i € C eti — jalorsj € C.

Cormmas lmegers o Un ensemble C fermé est irreductible si aucun
sous-ensemble de C n’est fermé.

e Une chaine de Markov est irréductible si son ensemble des
états est I'unique ensemble fermé.

Passage par un état fixe

Un état i est dit absorbant si {i} est un ensemble fermée.
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Un état j est absorbant si et seulement si p;; = 1

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Un état j est absorbant si et seulement si p;; = 1

Proposition

Soit C un sous-ensemble d’un ensemble des états E d’une chaine
de Markov. La sous-matrice Q correspondante a C est
stochastique.
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Considérons la chaine de Markov suivante :

Passage par un état fixe

@ Cette chaine est irréductible car tous les états
communiquent. Bien que p13 = 0, p(lrg) > 0 pourn > 2.
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Exemple

Considérons la chaine de Markov suivante :

e a b c d e
05 0 05 0 0
0 0.25 0 0.75 0
0 0 0.33 0 0.67
0.25 050 0 025 0
0.33 0 033 0 0.33

N80 &9

Passage par un état fixe

Les classes fermées : {a,c,e},{a,b,c,d, e} et donc la chaine n’est
pas irréductible.
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Chaines de
Markov
Introduction

Matrices Stochastiques
Relation de
Chapman-Kolmogoroy
Ilustrations
Illustration

Illustration 2

Classification
des états

Passage par un état fixe

Etude
asymptotique

Résultats
dSalgebre
linéaire pour les
chaines de

Markov

% ’lassification




@ % lassification

Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Si j est un état récurrent et j — K,

Chaines de
Markov

Introduction

Matric
Rel;

Chapman-Kolmogoroy

Stochastiques

[llustrations
Tlustration

Illustration 2

Classification
des états

Passage par un état fixe

Etude
asymptotique

Résultats
dSalge
liné

pour les
chaines de

Markov
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Chaines de
Markov

Introduction

Matrices Stochastiques

[llustrations
Tlustration

Illustration 2

Classification
des états

Passage par un état fixe

Etude
asymptotique

Résultats
dSa
linéz

ebre

re pour les
chaines de

Markov

@ % lassification

Si j est un état récurrent etj — k, alors k — j
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Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Si j est un état récurrent et j — k, alors k — jet vij = 1.

V.
Preuve

O Soit j un état récurent, et j — k, k € E sans retour a j.
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Si j est un état récurrent et j — k, alors k — jet vij = 1.

V.
Preuve

O Soit j un état récurent, et j — k, k € E sans retour a j.

Introduction

Matri

Rela
Chapns

Tl O On pose a;a > 0 la probabilité correspondante.

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Si j est un état récurrent et j — k, alors k — jet vij = 1.

V.
Preuve

O Soit j un état récurent, et j — k, k € E sans retour a j.
O On pose a;a > 0 la probabilité correspondante.

(O Une fois le processus est a k, la probabilité de ne pas
retourner a j est 1 — vy;.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Si j est un état récurrent et j — k, alors k — jet vij = 1.

.
Preuve

O Soit j un état récurent, et j — k, k € E sans retour a j.

O On pose a;a > 0 la probabilité correspondante.

(O Une fois le processus est a k, la probabilité de ne pas
retourner a j est 1 — vy;.

(O La probabilité de ne pas retourner a j a partir de j est la
probabilité d’étre dans un état quelconque de E (k est ’'un de
ces états) et puis ne pas retourner a j a partir de cet état.
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i 0 Donc, 1 —vj; =
I Prob{(Ujcg étre a ’état i) () ne pas retourner a j de i} d’oi

Chapman-Kolmogorov

e I—vj=ax(-v)>0.

Nlustration 2

a > 0 et j récurrent donc vj; = 1.

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Preuve (Suite)

0 Donc, 1 —vj; =
Prob{(Ujcg étre a ’état i) () ne pas retourner a j de i} d’oi

I—vj=ax(-v)>0.

a > 0 et j récurrent donc vj; = 1.

O En conclusion,vy; = 1 et donc k — j. [ |
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Introduction

Matr

o Théoréme

Chapman-Kolmogoroy

Relatior

A partir d’un état récurrent seulement les états récurrent peuvent
étre atteint

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Introduction

Matr

o Théoréme

Chapman-Kolmogoroy

Relatior

A partir d’un état récurrent seulement les états récurrent peuvent
étre atteint

Nlustration 2

Passage par un état fixe



Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Introduction

Matr

Relatior
Chapman-Kolmogoroy

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Preuve

T Onpose = pjy X p;
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Preuve

O On pose B = pj X py;
S O Comme {Xsin+r = k} D Xy = J, Xsin = J, Xstn+r = kb,

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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i O On pose B = P;k X pij;
Marces Siochasiques O Comme {Xgin+r = k} D {X = J, Xwn = Jo Xssntr = kb,

Relation de
Chapman-Kolmogorov

O ona:

Hllustration

Tllust ““: n2 Pz;n_'—r = Pk{Xs+n+r = k}

Passage par un état fixe
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O On pose B = kaka

O Comme {Xgin+r = kY D {Xy = J, Xstn = Ju Xstnsr = kb,

O ona:

Ps+n+r

Pi{Xginr = k}
Pk{X .]’ s+n —]’Xs+n+r - k}

vVl

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe
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Preuve

O On pose B = kaka
O Comme {Xgin+r = kY D {Xy = J, Xstn = Ju Xstnsr = kb,

O ona:

Ps+n+r

Pi{Xginr = k}
Pi{Xs = j, Xoin = J, Xstner = k)

A N pr
Pk]P]]PJk

v
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Preuve

O On pose B = kaka
O Comme {Xgin+r = kY D {Xy = J, Xstn = Ju Xstnsr = kb,

O ona:

Ps+n+r

Pk{Xs+n+r = k}

PilXs = J, Xoin = Jo Xsin+r = k}
s pn pr

Pk]iD J]P Jk

ﬂP]J

I v

Passage par un état fixe
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O ona:
€9 0
t 3
=0 {=r+s

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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O ona:
€9 0
t s
=0 l=rts
(o]
= 1+-r+S
= D P
n=0

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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O ona:
[ee)
t’
Tk = ZP kk
£=0

(9

2. Pl

l’—r+s

Z Pn+r+s

n—O

ustaton 2 B Z PJ’.’J.

n=0

I\

Hllustration

v

Passage par un état fixe
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O ona:
[ee)
t’
Tk = ZP kk
£=0

(9

2. Pl

l’—r+s

— Z Pn+r+s

n—O

Hlustraion 2 > ﬂ Z PZ

n=0
Passage par un état fixe
= PBrj

I\

Hllustration
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O ona:
[ee)
L
Tike = Z Py
£=0

(9

2 Pl

l’—r+s

— Z Pn+r+s

n—O

n=0
Passage par un état fixe
= prj

I\

O j récurrent, alors rjj = oo.
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O ona:
€9 0
t s
Tk = Z Py Z P,
£=0

{=r+s

(o)
= n+r+s
= )P

n=0

Tlustration 2 o
Ny
n=0

Passage par un état fixe
= ¥i:
ﬂ J

I\

0 j récurrent, alors rjj = co. Comme 3 > 0
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O ona:
€9 0
t s
Tk = Z Py Z P,
£=0

{=r+s

. o
SR 5 s
= 2P

n=0

Tlu: H:“ o
Ny
n=0

Passage par un état fixe
= ¥i:
ﬂ J

I\

O j récurrent, alors rj; = 0. Comme B> 0 donc ryx =
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O ona:
[ee) [ee)
£’ 0
=) Py 2 ) Py
£=0

{=r+s

‘"J ‘u St s =
Copman olmoges _ E n+r+s
- Pkk

n=0

11 H: . 2 s
2 B}
n=0

Passage par un état fixe
= Vs
ﬂ J

I\

0 j récurrent, alors rjj = co. Comme 8 > 0 donc ry = 00 = k
est récurrent. [ |

v
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Chaines de
Markov

Introduction

[llustrations
Tlustration

Illustration 2

Classification
des états

Passage par un état fixe

Etude
asymptotique

Résultats
dSalgebre
linéaire pour les
chaines de

Markov
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La chaine suivante possede une sous- chaine de Markov
irréductible {4, 5} :

Sous chaine
absorbante
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Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

Introduction

Matr

Relatior
Chapman-Kolmogoroy

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Ilustration 2

Passage par un état fixe

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

W
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états

accessibles de j.
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Passage par un état fixe

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

v
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états
accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

v
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états
accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.On démontre que si i,k € C alors i — k.
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06:53:52 Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé

irréductible qui contient j.

e O Soient j un état récurrent et C ’ensemble de tous les états

e accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.On démontre que si i,k € C alors i — k.

0 SiieC, alorsj — i

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

v
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états
accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.On démontre que si i,k € C alors i — k.

O Siie C, alors j — i.Comme j est récurrent, d’apres le lemme
(1) ceci implique i — j.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

v
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états
accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.On démontre que si i,k € C alors i — k.

O Siie C, alors j — i.Comme j est récurrent, d’apres le lemme
(1) ceci implique i — j. Donc Si k € C un autre état, alors
j—o k.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Lemme

Pour chaque état récurrent j il existe un ensemble fermé
irréductible qui contient j.

v
Preuve

(O Soient j un état récurrent et C [’ensemble de tous les états
accessibles de j. Manifestement, ceci forme un ensemble
fermé.On démontre que si i,k € C alors i — k.

O Siie C, alors j — i.Comme j est récurrent, d’apres le lemme
(1) ceci implique i — j. Donc Si k € C un autre état, alors
j—o k.

i>jAjok=>i—k
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Introductic

Théoreme (

comns Dans une chaine de Markov les états récurrents peuvent étre
divisé d’'une maniére unique, en ensembles fermés irréductibles

st C1,Cy, ...

Matrices Stochastiques

Hllustration

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Remarque

& En général une chaine de Markov contient I’ensemble fermé
des états récurrents C = C; U C, U ... et [’ensemble des états
transitoires D.
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Pr. C.haab"me
12/12/2015 s 2 A . > s
06:53:52 @& En général une chaine de Markov contient [’ensemble fermé
des états récurrents C = C; U C, U ... et [’ensemble des états
transitoires D.
@& En vertu de la remarque ci-dessus, P peut étre réécrite sous
la forme :
P 0 O 0
0O P, O 0
Passage par un état fixe 0 0 P 3 * * * 0
P= (8)
O O O3 - - - 0
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Introductic

Théoreme
e T, Soit X une chaine de Markov irréductible. Ou bien tous les états
sont transitoires,ou récurrents nuls ou tous sont récurrents non

Matrices Stochastiques

Hllustration

Tilustration 2 nuls .

Passage par un état fixe
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Introduction

v Soit C un ensemble irréductible fermé de cardinal finie. Alors
S aucun état n’est récurrent nul.

Matr

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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Introductic

Soit C un ensemble irréductible fermé de cardinal finie. Alors
Sl aucun état n’est récurrent nul.

Matrices Stochastiques

ustration

Corollaire

Nlustration 2

Si C est un ensemble irréductible fermé de cardinal finie. Alors
rsgermenne  AUCUN Etat n’est transitoire.
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00:53:52 Soit une chaine de Markov avec espace d’états E = {1,2, ..., 10} et
matrice des probabilités de transition
% 0 % 0 00O O 0 O
03 000032000
1 000 0O OO OO
0O 001 00 O0OOOO
11 1
P 000 3 3 000 35 0
» 0O 000 01 0 O0 O0 O
00000013+ 030
004 +oo0oo0 i o0}
01 0 0 00O 0O O0 O
0L 0o04io0000 1%
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Introductic

Matrices Stochastiques

Relatior
Chapman-Kolmogoroy

{N,;n € N} le processus qui représente le nombre de succes
obtenu dans une succession de tirages de Bernoulli {0, 1, ..., n}

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe
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{N,;n € N} le processus qui représente le nombre de succes
obtenu dans une succession de tirages de Bernoulli {0, 1, ..., n}
Toutes les transitions sont de la forme j — j + 1Vj € E donc

Passage par un état fixe



% ’lassification

Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

{N,;n € N} le processus qui représente le nombre de succes
obtenu dans une succession de tirages de Bernoulli {0, 1, ..., n}
Toutes les transitions sont de la forme j — j + 1Vj € E donc tous
les états sont transitoires.

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Théoreme

Soit X une chaine de Markov iréductible dont E sont ensemble des
états et P; Considérons le systeme d’équations linéaires

9= Bpy Vjek. 9)
ieE

Tous les états sont récurrents positifs si et seulement si il existe
une solution ¢ vérifiant
Z 9 =1 (10)

JEE

Si (9) et (10) admettent une solution ¥, alors 9; > 0, Vj € E et elle
est unique.




Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Introduction
Matrices Stochastiques

Relation de
Chapman-Kolmogorov

Hllustration

Nlustration 2

Passage par un état fixe

% ’lassification

Théoréeme

Soit X une chaine de Markov irréductible dont E son ensemble

des états et P;
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Théoréeme

Soit X une chaine de Markov irréductible dont E son ensemble
des états et P; soit Q la matrice obtenue de P en éliminant la ligne
et la colonne k pour un k de E.
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Passage par un état fixe

% ’lassification

Théoreme

Soit X une chaine de Markov irréductible dont E son ensemble
des états et P; soit Q la matrice obtenue de P en éliminant la ligne
et la colonne k pour un k de E. Donc tous les états sont
récurrents si et seulement si unique solution du systeme
d’équations linéaires

hi = Z QUhJ 0< hj < IV] € E\{k}
JEE\{k}

esth; =0 Vie E\{k}.V]j € E et elle est unique.
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Marche aléatoire
12/12/2015 ,
06:58:52 Considérons le processus stochastiqueMARCHE ALEATOIRE

avec barriere . E = {0, 1, ..} et matrice de probabilité de transition

01 0 0 0
qg 0 p 0 0 ...
P=lo g 0o p o .. (1D

e pPour 0 < p < 1 et g=1-p.
Si le systeme est a 1’état i a un instant n,
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Passage par un état fixe

</ pplications

Marche aléatoire
Considérons le processus stochastiqueMARCHE ALEATOIRE
avec barriere . E = {0, 1, ..} et matrice de probabilité de transition

01 0 0 0
qg 0 p 0 0 ...
P=lo g 0o p o .. (1D

Pour 0 < p < 1etg=1-p.

Si le systeme est a I’état i a un instant », il passera a 'étati + 1 a
I’instant n + 1 ou a I’état i — 1 sauf pour i = 0, le systeéme passera
stirement a I’état 1.

4
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Chaines de
Markov
Introduction 1 4]

Matrices Stochastiques

Relation de
Chapman-Kolmogoroy
[ | 1% 2

Tllustrations . Z _/ _,4

Tllustration 1

lustration 2 9 9

Classification
des états

Passage par un état fixe

Etude
asymptotique

Résultats
dSalgebre
linéaire pour les
chaines de
Markov
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Passage par un état fixe

o/ pplications

Marche aléatoire
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Passage par un état fixe

o/ pplications

Marche aléatoire

@ Tous les états sont communicants = la chaine est irréductible
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Passage par un état fixe

o/ pplications

@ Tous les états sont communicants = la chaine est irréductible
o [’état {0} est périodique et de période égale a 6 = 2 et comme
la chaine est irréductible = donc tous les états ont la méme

période.
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Passage par un état fixe

</ pplications

Marche aléatoire

@ Tous les états sont communicants = la chaine est irréductible

o [état {0} est périodique et de période égale a 6 = 2 et comme
la chaine est irréductible = donc tous les états ont la méme
période.

o Tous les états sont transitoires, récurrents positifs ou
récurrents nuls.
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Le systeme

12/12/2015 L N 2 o e . .
06:53:52 @ Résolvons le systeme des équations linéaires suivant
o = gd
P = Fo+qv
U = pd+qd;

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

</ pplications

@ Résolvons le systeme des équations linéaires suivant

o = qh
P = Po+qh

12
B = pd+qi; (12)

W
La solution

@ On obtient

1{py"
—(’3) do: j=1,2,... 5

A
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12/12/2015 @ On obtient
06:53:52
N 1< (pY™ 29
9 = [1+=> (5] |#o=—00: (4
=0 q = q q-p

Passage par un état fixe
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12/12/2015 @ On obtient
06:53:52

j=0 j=1
-
g-p 1 p
Jg = —2==[1-2 15
0 2q 2( CI) ()

Passage par un état fixe ’
Sip<gqg

@ On obtient
D=1 (16)
1

A
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7)

Passage par un état fixe
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Djamal Sip>gq

10241523/2%15 @ Tous les états sont récurrents nuls ou transitoires.
Considérons
Op O 0 O
g 0 p 0 O
Q=04 0 p o0

Passage par un état fixe
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Passage par un état fixe

@ Tous les états sont récurrents nuls ou transitoires.

Considérons
Op O 0 O
g 0 p 0 O
Q=04 0 p o0

@ Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :
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Djamal Sip>gq

%zé;sza/ggzls @ Tous les états sont récurrents nuls ou transitoires.
Considérons
Op O 0 O
Q= 0¢g 0 p O
R @ Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :
h=Qxh
ol h = (hy, hy,...)"
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hi = qhi-1 + phis

Passage par un état fixe
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06:53:52 @ Ce qui donne

{hi = ghi-1 + phis (18)

hi = qhi+ ph;

Passage par un état fixe
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06:53:52 @ Ce qui donne

{hi = ghi-1 + phis (18)

hi = qhi+ ph;

|

Passage par un état fixe
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e @ Ce qui donne

ghi-1 + phis1
qh,- ar ph,'

(18)

——
S
Il

|

Passage par un état fixe

@ Ce qui donne
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e @ Ce qui donne

ghi—1 + phiyy
gh; + ph;

—
& &
Il

(18)

|

Passage par un état fixe

@ Ce qui donne

p(hi;y —h) = q(hi—hj) i=12,..; (19)
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@ On trouve

(hisy — ) = Z(h,-—h,-_l)

Passage par un état fixe
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@ On trouve

(hie1 — hi) Z (hi — hi_1)

i—1
(2) (hy — hy)
D

Passage par un état fixe
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@ On trouve
_ 9
(hiz1 —h) = =(hi—hi-1)
P .
q i—1
= (—) (hy — hy)
P/
l
Passage par un état fixe = (g) h] i= 1,2, 000
p
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[
06:53:52 < Donc

Vi>1 hiyr = (higr —h) + (hi = hi_y)
+ o+ —-h)+ N

Passage par un état fixe
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[
06:53:52 < Donc

=
v
—_
=
*
|

(hix1 = hi) + (hi — hi—y)
...+(h2—h1)+h1

[1 L (g)}h

+

Passage par un état fixe
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[
06:53:52 < Donc

Vi>1 hi (hiz1 — hy) + (hi — hi—1)

oot (hy—hy) + My
i
{1+g+...+(z)}h1.
p p

@ La solution du systeme /& = Qh est de la forme

g qi—l
1+—+...+(—)
p p

+

Passage par un état fixe

hi = ¢ i=1,2,.. (20)

¢ est une constante
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@ Dans ce cas 1’équation (20) montre que la solution est
hi=ic Yi>lavecO<h <1 Vi>1= ¢c=0

Passage par un état fixe
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@ Dans ce cas 1’équation (20) montre que la solution est
hi=ic Yi>lavecO<h <1 Vi>1= ¢c=0

|

Passage par un état fixe
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@ Dans ce cas 1’équation (20) montre que la solution est
hi=ic Yi>lavecO<h <1 Vi>1= ¢c=0

|

Passage par un état fixe

@ Donc I'unique solution du systeme 2 = Qh est h = 0, d’ou
tous les états sont récurrents (ils ne sont pas positifs, donc
nuls).
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Sip>gq

@ En choisissantc = 1 — (‘—]) on obtient
p

vérifiant 0 < h; < 1, Vi.

Passage par un état fixe

@ Dans ce cas tous les états sont tansitoires.
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle #

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit j un état de E.
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Pr. Chaabane

Djamal

12/12/2015

06:53:52
Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit j un état de E.

@ Sij estun état récurrent, donc #j; = 1 = rj; = co.
e Sijestaccessible a partir de i;7 € E alors #;; > 0 donc
rjj = ©0.
Etude

asymptotique
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12/12/2015
06:53:52 .
Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit j un état de E.
@ Sij estun état récurrent, donc #j; = 1 = rj; = co.
e Sijestaccessible a partir de i;7 € E alors #;; > 0 donc
rjj = ©0.
e Sijn’est pas accessible a partir de i alors 9;; = 0 donc
rij = 0; (0 X 00 = 0)
Etude

asymptotique
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle #

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit j un état de E.
@ Sij estun état récurrent, donc #j; = 1 = rj; = co.

e Sijestaccessible a partir de i;7 € E alors #;; > 0 donc
r,-j = 090,

e Sijn’est pas accessible a partir de i alors 9;; = 0 donc
rij = 0; (0 X 00 = 0)

@ Donc j est un état récurrent
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12/12/2015
06:53:52 .
Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit j un état de E.
@ Sij estun état récurrent, donc #j; = 1 = rj; = co.
e Sijestaccessible a partir de i;7 € E alors #;; > 0 donc
rjj = ©0.
e Sijn’est pas accessible a partir de i alors 9;; = 0 donc
rij = 0; (0 X 00 = 0)
. . . 0 si;=0
@ Donc j est un état récurrent = r;; = .
Etude (&) Slﬂij > 0

asymptotique
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle &#

@ Si j est un état transitoire et i un état récurrent alors
19,']' =0=>r ij = 0
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tape 5yl dals
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Pr. Chaabane

Djamal
122120 @ Si j est un état transitoire et i un état récurrent alors
19,']' =0=>r ij = 0
@ Sii,je D cC E sont des états transitoires, on considere Q la
sous-matrice correspondante de P et S la sous-matrice
correspondante de Z.
Etude

asymptotique
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Pr. Chaabane

Djamal
122120 @ Si j est un état transitoire et i un état récurrent alors
ﬂ,‘j =0=>r ij = 0
@ Sii,je D cC E sont des états transitoires, on considere Q la
sous-matrice correspondante de P et S la sous-matrice
correspondante de Z.
. K O
Ecrivons P =
L Q
Etude

asymptotique
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Djamal
122120 @ Si j est un état transitoire et i un état récurrent alors
ﬂ,‘j =0=>r ij = 0
@ Sii,je D cC E sont des états transitoires, on considere Q la
sous-matrice correspondante de P et S la sous-matrice
correspondante de Z.
. K O K* O
Ecrivons P = =P = n
L Q L, Q
Etude

asymptotique
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122120 @ Si j est un état transitoire et i un état récurrent alors
ﬂ,‘j =0=>r ij = 0
@ Sii,je D cC E sont des états transitoires, on considere Q la
sous-matrice correspondante de P et S la sous-matrice
correspondante de Z.

. (K O . [ K" O
EcrlvonsP_(L Q):P _(Ln Q”)
Y o
Etude d’ou % — Pm = m>0
asymptotique Z Z ]Lm Z Qm

m=>0
m=>0 m=>0
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Donc S = ZQ’" =1+Q+Q%+..=S-1
m>0
Etude

asymptotique
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Donc S = ZQ’” =1+Q+Q%+..=S-1
m=>0
I-QS=I
{S(]I—Q):I[ @D

Etude

asymptotique



Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle &#

Proposition

Si card(D) < oo alors S = (1- Q)~\. Par contre, si card(D) = oo
alors S est la solution minimale du systeme (21 ).




La matrice Z
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06:53:52 Exemple
Soit une chaine de Markov avec espace d’états E = {1, 2, ...,8} et
matrice des probabilités de transition

S 05 03 02 0 0 0O 0 O

0 03 07 0 0 0 0 O
06 04 0 0 0 O 0 O
sl 0 0 0 0 1 0 0 o0

0O 0 0 0505 0 0 0
0O 0 0 0 0 01 09 0
Hude 02 05 0 0 0 0 0 03

asymptotique




Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Etude
asymptotique

La matrice #Z
@ Les classes finales : C; = {1, 2, 3}; C»{4, 5}, ’ensemble
D = {6,7, 8}.

0.1 09 0
Q= 0 0 03
06 0 0
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Etude
asymptotique

La matrice #Z
@ Les classes finales : C; = {1, 2, 3}; C»{4, 5}, ’ensemble
D = {6,7, 8}.

0.1 09 0
Q= 0 0 03
06 0 0

1.355 1.219 0.366
o« S=1-Q)'=| 0244 1219 0.366
0.813 0.732 1.219




Pr. Chaabane

Djamal
12/12/2015 La matrice #
e @ [a matrice potentielle %7 :
co oo oo 0 O 0 0 0
00 o0 o0 0 O 0 0 0
co oo oo 0 O 0 0 0
7 = 0 0 0 o o 0 0 0
10 0 0 o o 0 0 0
© oo oo 0 O 1355 1219 0.366
wsymptotique © o oo 0 0 0244 1219 0.366
co oo oo 0O O 0813 0732 1.219
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = ()i jee
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = ()i jee

@ Sii,jdeux états récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = (); jer

@ Sii,jdeux états récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1

@ Si i,j des états récurrents dans deux classes différentes alors
;= 0.
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Etude
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% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = (); jer

@ Sii,jdeux états récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1
@ Si i,j des états récurrents dans deux classes différentes alors
;= 0.

@ Si i est récurrent et j transitoire, alors ¢ = 0.
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% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = (); jer

-

-

Si i, j deux €tats récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1
Si i, j des états récurrents dans deux classes différentes alors
;= 0.

Si i est récurrent et j transitoire, alors ¢;; = 0.

Si i,j deux états transitoires, alors
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06:53:52 Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = (); jer
@ Sii,jdeux états récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1
@ Si i,j des états récurrents dans deux classes différentes alors
;= 0.
@ Si i est récurrent et j transitoire, alors ¢ = 0.
@ Sii,j deux états tralnsitoires, alors
e
e Tij < 00;19]‘]' =1- :;19,']' = =i

Ji Tjj

asymptotique
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% alcul de la matrice Potentielle ¥

Considérons une chaine de Markov, E espace des états et P la
matrice de probabilités de transition. Soit ¥ = (); jer

Si i, j deux €tats récurrents d’une méme classe, alors ;; = 1
Si i, j des états récurrents dans deux classes différentes alors
;= 0.

Si i est récurrent et j transitoire, alors ¢;; = 0.

Si i,j deux états transitoires, alors

1 Tij
rj<ooyd=1-—;0=—
j Ji U
Ji Ji

i transitoire et j est récurrent on a :
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% alcul de la matrice Potentielle ¥

Soit C une classe finale irréductible, alors

ﬁij =9x Vj,keC(j+k)

Uy ou Vi est la probabilité d’acces a la classe C.
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%251523/2321 ° Soit C une classe finale irréductible, alors
ﬁijzﬁik Vj, ke C(Gj#k)
Uy ou Vi est la probabilité d’acces a la classe C.
On forme la mtrice
1 0 ... 0 O
Ewde o 1 ... 0 O
asymptotique ~
P= ..
O o ... 1 O
by by ... b, Q
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle ¥

@ Les éléments des vecteurs bj; j € C; sont b;(i) = Z Dik
kECj
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F=lp o
a I 0
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B, (i, ) est la probabilité d’acceder la classe C; a partir I’€état i
en n étapes.
Etude
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At - I o
@ On écrit P comme : P =
B Q
a I 0
@ d’ouP" =
( I+Q+..+Q"HB Q" )
B, (i, ) est la probabilité d’acceder la classe C; a partir I’€état i
en n étapes.
Etude

asymptotique - G = llmn—)oo Bn = [Z Qn]B = S X B
k>0
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Proposition

Soit Q une matrice obtenue a partir de P en éliminant les entrées
relatives aux états récurrents. On a G = S X B et pour tout état
transitoire i et toute classe récurrente C] ona:;

Gj=0x YkeC

Etude
asymptotique
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Etude
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% alcul de la matrice Potentielle #

@ S’il y a seulement une seule classe finale et un nombre fini
d’états transitoires.
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Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle #

@ S’il y a seulement une seule classe finale et un nombre fini
d’états transitoires.
CommePl=1=B+Ql=1=B=1-Ql
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Etude
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% alcul de la matrice Potentielle #

@ S’il y a seulement une seule classe finale et un nombre fini
d’états transitoires.
CommePl=1=B+Ql=1=B=1-Ql
B,=(I+Q+..+Q")1-Q)=1-Q"1



otz )1p4 aal
o gdgiSilly ppdadd
Us THEB

Pr. Chaabane
Djamal

12/12/2015
06:53:52

Etude
asymptotique

% alcul de la matrice Potentielle #

@ S’il y a seulement une seule classe finale et un nombre fini
d’états transitoires.
CommePl=1=B+Ql=1=B=1-Ql
B, = (H+Q+...+Q"‘1)(1 -QhH=1-Q"1
G= nli_)n(}o(l -Q'H=1
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@ S’il y a seulement une seule classe finale et un nombre fini
d’états transitoires.
CommePl=1=B+Ql=1=B=1-Ql
B, = (I+Q+...+Q"‘1)(1 -QhH=1-Q"1
G=1lim(-Q"1)=1
n—oo
car Z Q" est convegente = Q" — 0 qd n — oo.
n=0
Etude

asymptotique
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Résultats
dSalgebre
linéaire pour les
chaines de
Markov

% alcul de la matrice Potentielle &#

@ ] est toujours valeur propre d’une matrice stochatique.
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Pl=1
@ Soit P une matrice carrée stochastique, elle est dite ergodique
si existe lim P" existe.
n—oo
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% alcul de la matrice Potentielle #

@ ] est toujours valeur propre d’une matrice stochatique.

Pl=1

@ Soit P une matrice carrée stochastique, elle est dite ergodique
si existe lim P" existe.

n—oo

@ Si | est valeur propre simple de P, et si toutes les valeurs
propres de P autres que 1 sont de module strictement
inférieur a 1, alors la suite de matrice (P"),en converge vers
une matrice stochastique. De plus, toutes les lignes de la
matrice sont identiques.
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% alcul de la matrice Potentielle #

@ Si 1 est valeur propre multiple de P, et que toutes les autres
valeurs propres sont de module strictement inférieur a 1, la
suite (P"),en converge vers une matrice stochastique.
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% alcul de la matrice Potentielle #

@ Si 1 est valeur propre multiple de P, et que toutes les autres
valeurs propres sont de module strictement inférieur a 1, la
suite (P"),en converge vers une matrice stochastique.

@ Si P a au moins une valeur propre autre que 1 dont le module
est égal a 1, alors la suite (P"),en ne converge pas.
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% alcul de la matrice Potentielle &#

La matrice stochastique
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% alcul de la matrice Potentielle &#

La matrice stochastique
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chaines de
Markov

“énération

function markov

type = ‘'max’;

nombre — inst = 10;

new — set=input(’ Nouveau répertoire : ’);

mkdir (new — set);

cd (new — set);

for m=2:2:30
repvar=["mn=" int2str(m) ’.” int2str(m) ];
mkdir (repvar);

cd (repvar);
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06:53:52 for i =1 : nombre-inst

fichier=[int2str( m*100+m*10) ’-* int2str(i)];
savefile = fichier;
[A]=generer-determine(m);
save (savefile,”A’);
end
cd ..
end
cd..

Markov
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