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Introduction

Soit un systeme dont les états sont : E = {e1, ep,. .., ey}

Une suite de décisions doit étre prise, a chaque période de
temps (seconde, jour, mois, année,- - - );

L’ état du systeme a la période suivante, ainsi que le colit de la
transition dépendent uniquement de I’état présent, de la
décision prise.

On connait la probabilité de transition d’un état a un autre en
une période pj;, soit la matrice correspondante P.

A chaque état, le décideur est confronté a des choix, et
chaque choix entraine des cofts, I’objectif est d’orienter le
décideur vers un meilleur choix de fagon qu’il dépense moins
ou gagne plus.
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» Gestion de stock : décisions d’achat. Cofit de stockage.
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ouits debse une matrice coit A est associée a chaque matrice des
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Définition

| \

L’espérance du coiit en une transition a partir de l’état i;i € E est

aj = ZAijPij (1

jeE

notée a; et vaut :




Pr. Chaabane
Djamal

Outils de base

Décisions et Chaines

Introduction

Théoréeme

L’espérance du coiit en n transitions a partir de [’état i est noté
vi(n) et vaut :

vi(n) = a; + Z pijvj(n — 1)

jeE
vin) = vi(n — 1) + Z p<n Dy )

jeE
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jeE
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V™ = g + Py@-D
v = ya-1) 4 pi-1), )
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Codt d’une transition

Remarque

= Si la chaine admet une distribution limite IT,

1= [’espérance du cofit en une transition en régime stationnaire

vaut :
g := lim v - V(n_l)
" nooo | i
- i 3
jeE

Ila
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Exemple (Confectionneur)

Un fabriquant produit un type de vétement dont les ventes varient
d’une année a une autre. Tant qu’il n’y a pas de changement de

modeles, les mauvaises années (type 1) et les bonnes années (type
2) se succedent en formant une chaine de Markov de probabilités

de transition
0.7 0.3
0.5 0.5

Le bénifice est supposé nul pour une année de type 1 et égale a 10
pour une année de type 2. La matrice des coiits de transition est

0 0
-10 -10
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- g = 0
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Exemple (Remplacement d’une machine)

La révision de [’état d’une machine se fait au début de chaque
période; trois états sont observés :

@ Etar I : Neuve

@ Etat2 : Usagée.
@ Etat 3 : A bout de souffle.
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@ Etat 3 : A bout de souffle.
Une machine neuve ou usagée, normalement entretenue,
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La révision de [’état d’une machine se fait au début de chaque
période; trois états sont observés :
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Exemple (Remplacement d’une machine)

La révision de [’état d’une machine se fait au début de chaque
période; trois états sont observés :

o Etat I : Neuve
@ Etat2 : Usagée.
@ Etat 3 : A bout de souffle.

Une machine neuve ou usagée, normalement entretenue, sera
dans [’état 2 a la période suivantea moins qu’elle ne tombe en
panne. Les probabilités de panne et les coiits d’entretien sont :

@ Machine neuve : 0.1 ; 100 DA/période
@ Machine usagée : 0.3 ; 150 DA/période
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Le coiit de réparation d’une machine tombée en panne est de 200
DA.
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DA. Une machine neuve ou usagée tombée en panne a la période
e n sera dans ’état 3 a la période n + 1. Une machine dans [’état 3
a la période n devra étre remplacée par une machine neuve a la
période n + 1.
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Le coiit de réparation d’une machine tombée en panne est de 200
DA. Une machine neuve ou usagée tombée en panne a la période
n sera dans ’état 3 a la période n + 1. Une machine dans [’état 3
a la période n devra étre remplacée par une machine neuve a la
période n + 1. Le coiit d’achat d’une machine neuve est de 5000
DA.

@ Si nous considérons X, 1’état de la machine a la période n, on
montre aisément que {X,; n € N} est une chaine de Markov avec
espace des états E = {1,2, 3},
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Le coiit de réparation d’une machine tombée en panne est de 200
DA. Une machine neuve ou usagée tombée en panne a la période
n sera dans ’état 3 a la période n + 1. Une machine dans [’état 3
a la période n devra étre remplacée par une machine neuve a la
période n + 1. Le coiit d’achat d’une machine neuve est de 5000
DA.

@ Si nous considérons X, 1’état de la machine a la période n, on
montre aisément que {X,; n € N} est une chaine de Markov avec
espace des états E = {1, 2, 3},matrice des probabilités de transition
et matrice des colts de transition :
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Exemple (Remplacement d’une machine)

Le coiit de réparation d’une machine tombée en panne est de 200
DA. Une machine neuve ou usagée tombée en panne a la période
n sera dans ’état 3 a la période n + 1. Une machine dans [’état 3
a la période n devra étre remplacée par une machine neuve a la
période n + 1. Le coiit d’achat d’une machine neuve est de 5000
DA.

@ Si nous considérons X, 1’état de la machine a la période n, on
montre aisément que {X,; n € N} est une chaine de Markov avec
espace des états E = {1, 2, 3},matrice des probabilités de transition
et matrice des colts de transition :

0 09 0.1 0 100 300
P=| 0 07 03 A= 0 150 350
1 0 O 5000 O 0
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Ona:

1
V® = nge + 9 + 0(;) “4)

o ¢ est le vecteur dont toutes les composantes sont égale a 1;

o ) est solution du systeme des équations linéaires

(e
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Codt d’une transition

Preuve

o Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

@ Onad’aprés (3)

v® = g+ pyeD
& — P9 + ge + PV®D
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e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution
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o yv®W = g4+ Ppy@eD
& — P + ge + PVD
9 - PO + ge + Pa+ PV™?)
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Preuve

@ Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

@ Onad’aprés (3)

Ctgortn ” vy = 44+ py®D

= 9-P9+ge+PVOD

= 9P+ ge+P(a+PV"?)

= ﬂ—Pﬂ+ge+P(ﬂ—Pﬁ+ge+PV(”_2))
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Preuve

@ Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

@ Onad’apres (3)

” vy = 44+ py®D

= 9-P9+ge+PVOD

= 9P+ ge+P(a+PV"?)

= ﬂ—Pﬂ+ge+P(ﬂ—Pﬁ+ge+PV(”_2))
= O - P&+ ge + PO — P*9 + Pge + P2V
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Preuve

@ Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

© Onad’apres (3)

” v = 44+Py®D

= 9 —-PO+ge+PVOD

= 9P+ ge+P(a+PV"?)

= ﬂ—]P19+ge+IP(19—Pz9+ge+PV(”_2))
= O PO +ge + PO — P + gPe + P2V
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@ Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

@ Onad’apres (3)

o v = g4 py@D

= 9-P9+ge+PVOD

= O -P9+ge+Pa+PV"?)

= O -P9+ge+P(—P+ge+PV"?)
= J+ge-— P29 + ge+ p2y-2)
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@ Le systeme (5) admet une solution unique car 1 est une
e valeur propre simple de P donc, I — P est inversible. Soit i
cette solution

@ Onad’apres (3)

o v = 4+ Py@D

= 9-P9+ge+PVOD

= O -P9+ge+Pa+PV"?)

= O -P9+ge+P(—P+ge+PV"?)
= 9+ 2ge— P9+ P2V
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9 + 2ge — P29 + PV2 (Pe = e)

= 9+ @n-1ge—P" V9 +P"D(g)
= 9+ @n-1ge—P" V9 +P" D -PI+ ge)
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= 9 +2ge-P*9+PV"? (Pe = e)

= 9+ @n-1ge—P" V9 +P"D(g)
= 3+ (n-1)ge—P" DY+ POD (@ - P + ge)
S = 9+nge-— P9 (P(n_l)e — e)
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Codt d’une transition

Preuve

= 9 +2ge-P*9+PV"? (Pe = e)

= 9+ @n-1ge—P" V9 +P"D(g)
= 9+ @n-1ge—P" V9 +P" D -PI+ ge)
= 9+ nge-P"9 (P(”_l)e = e)

1
PO = 3 pPg = > (nj + 0(;)) 9;

JEE JEE
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Preuve

= 9 +2ge-P*9+PV"? (Pe = e)

= 9+ @n-1ge—P" V9 +P"D(g)
= O+ n-1)ge—P" DY+ PO — PP + ge)
S = U +nge—P"9 (P(”_l)e = e)

1
PO = 3 pPg = > (nj + 0(;)) 9;

JEE JEE

= > i+ ) ﬂjo(%) = 0(%)

JEE JEE
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Corollaire
Le systeme (I —P)9 = a— Pe ; B étant un scalaire; posséde une
wan solution si et seulement si 3 =g = na
Remarque

Décisions et Chaines

Ona: vj’.’—vg’zﬁj—ﬂi+0(%)

¥ — Ui représente la différence des coiits entre les deux
évolutions possibles :
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Corollaire
Le systeme (I —P)9 = a— Pe ; B étant un scalaire; posséde une
wan solution si et seulement si 3 =g = na
Remarque

Décisions et Chail
Mark

Ona:vi=vi="1;-9+o()

¥ — Ui représente la différence des coiits entre les deux
évolutions possibles :

@& g somme que [’on devrait étre prét a payer pour que le
systeme commence a évoluer de a partir de i plutot qu’a
létat j.
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A chaque état i;i € E une décision d peut étre prise. On a :

pg Probabilité pour qu’on ait une transition dans [’ état j

avec;pg. > Oethg- =1
JEE
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A chaque état i;i € E une décision d peut étre prise. On a :

pg Probabilité pour qu’on ait une transition dans [’ état j

avec;pg. > Oethg- =1
JEE

A% Coiit correspondant a une transition de i vers j.
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A chaque état i;i € E une décision d peut étre prise. On a :
- d

p&: Probabilité pour qu’on ait une transition dans [’état j
ij

avec; pl>0et Y ph=1.
Décisions et Chaines j EE}
de Markov

A% Coiit correspondant a une transition de i vers j.

A; L’ensemble de décisions possibles a [’état i.
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Décisions et Chaines de .# arkov

A chaque état i;i € E une décision d peut étre prise. On a :

p;} Probabilité pour qu’on ait une transition dans [’ état j

—y d _
avec ; pj; 2 Oethij =1
JEE
A% Coiit correspondant a une transition de i vers j.
A; L’ensemble de décisions possibles a [’état i.
d— % plAd : Espé du coiit transiti
a; = ) pyAy - Espérance du coilt en une transition
JEE
lorsque la décision d est prise.
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Politique

On appelle Politique un ensemble de regles précisant pour
chaque état les décisions a prendre.
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On appelle Politique un ensemble de regles précisant pour
chaque état les décisions a prendre.

M&R

Politique Stationnaire
Décisions et Chaines
de Markov

On appelle Politique Stationnaire un ensemble de regles pré-
cisant pour chaque état une décision unique a prendre. Le nombre
de politiques stationnaires est

nDi 3 D = card(A;) .
icE

A
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Exemple ( Probleme du confectionneur)

Supposons que chaque année, notre confectionneur puisse décider
soit de ne pas changer le modéle(décision 1) soit de changer le
modele (décion 2). Sont ensemble de décisions est donc le méme
soit [’année bonne ou mauvaise. Lorsqu’il y a changement de
modele, I’année suivante a une probabilité 0.25 d’étre mauvaise
et 0.75 d’étre bonne. Le bénifice est toujours nul pour une année
mauvaise (type I) et est égale a 10 pour une année bonne (type II)
mais un changement de modele coiite 5 DA. Les probabilités de
transition et les coiits correspondants a la décision 1 sont ceux qui
ont été pris en compte précédemment.
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el 5 | A
Jj= j= 2 j= j= 2
dDe;lm(:n e Chilnes 1 0 . 7 0 . 3 0 0 0

0.5 0.5 -10 | =10 | -10
025 | 075 | -5 -5 =5

1

2| 025 |0.75 5 5 5
1
2
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Exemple ( Probleme de remplacement de machine)

Les effets et les coiits d’un entretien standard ont été décrits
précédemment, on peut également procéder lorsque la machine
est neuve a un entretien préventif (le coiit est égale a SO0DA par
période) qui aura pour effet de maintenir la machine neuve dans 1
cas sur 10 et la faire devenir usagée dans 9 cas sur 10. Dans le
cas out la machine est usagée, on peut soit choisir [’ entreien
standard (décision 1) soit un entretien minutieux (décision 2) qui
coiite 400 DA par périod; il a pour effet dans 8 cas sur 10, la
machine reste usagée et dans 2 cas sur 10 la machine devient a
bout de souffle, soit un entretien super (décision 3) qui coiite 750
DA par période; il a pour effet dans 9 cas sur 10 la machine reste
usagée et dans un cas sur 10 la machine devient a bout de souffle. )
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Enfin, quand la machine est a bout de souffle, au lieu de la
remplacer a la période suivante(décision 1), lui faire une révision
générale (décision 2) dont le coiit est de 2500 DA.Dans 9 cas sur
10, cette révision générale permet d’obtenir une machine usagée
mais dans un cas sur 10 le remplacement est inévitable.
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Pécisions et Chaines de .# arkov

i|d; pg‘ A;}‘ a?i
J=11j=21j=3]j=1]j=2]j=3

1|1 ]0 0.9 0.1 0 100 | 300 | 120
2 10.1 0.9 0 500 | 500 | O 500

2110 0.7 0.3 0 150 | 350 | 210
210 0.8 02 |0 400 | 600 | 440
310 0.9 0.1 0 750 | 950 | 770

3|1 |1 0 0 5000 | O 0 5000
2 0.1 0.9 0 7500 | 2500 | O 3000

@ [l ya 12 politiques stationnaires.

@& ¢ =7 X a estle critere dde choix.
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o/ 1gorithme de détermination d’une P.S. et Optimale

& Soit S une politique stationnaire initiale.
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& Soit S une politique stationnaire initiale.

& On considere P, 7, a, g = ma

& Résoudre le systeme d’équations linéaires
L algorithme.
Stochastique { (I - ]P)) ﬁ =da— ge

=0 ©)
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& Soit S une politique stationnaire initiale.

& On considere P, 7, a, g = ma

& Résoudre le systeme d’équations linéaires
L algorithme.
Stochastique { (I - ]P)) ﬁ =da— ge

=0 ©)

= SiVieE,ona:g+1; < a?i + Zpgiﬁj;Vd,» € A;
jeE
alors S est optimale. Sinon aller a I’étape 2.
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o/ 1gorithme de détermination d’une P.S. et Optimale

& Définir une politique stationnaire S par

n}jin af" + Zpgfﬂj Vi € E et aller a I’étape (1).
i jeE
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» [ a finitude

o Soient §’, S deux politiques stationnaires obtenues dans
deux itérations successives.

SI SN Pl,ﬂ/’ a/, gl
U

Détermination de 19]’.
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» [ a finitude

o Soient §’, S deux politiques stationnaires obtenues dans
deux itérations successives.

M&R

’ o ol ol
S ‘—>P,7T,a,g S s P”,ﬂ",a”,g”
Lalgorithme

tochastique . . . 4 o o ’
S Détermination de Détermination de 9]
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» [ a finitude

o Soient §’, S deux politiques stationnaires obtenues dans
deux itérations successives.

M&R

S — P’,ﬂ", a’, g/ S P",ﬂ'", a//, gu

Lalgorithme z . : ’
Stochastique z . .

! Détermination de Détermination de 9]

e Ona:ge+¥ =d +P¥ >a’ + P

étape 1 de I’algorithme
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a—ge
a +Py
a// +P//,l9,ll

de méme
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U-P)Y) = d-ge

ge+t = d+P¥ de méme
M&R g//e + 19,// = a// + P//ﬁli

@ donc par soustraction on obtient

's-.:lciu.::::: (g/ _ g//)e + -9 = ad-a +P¥ —-P'Yy
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ge+t = d+P¥ de méme
M&R g//e + 19,// = a// + P//ﬁli

@ donc par soustraction on obtient

TR g -ge+® -9 = d-a’ +P¥ —P"Y"
(g —gNe+® -9 = d+P9¥ -a’ —P"Y
o P//ﬂ/ _ Pl!ﬂ/l
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@ Ona:
I -PYy
gde+
gl/e + 19,//

@ donc par soustraction on obtient

(g/—g”)€+l9,—l?”
(g/_g//)e_l_ﬂ/_ﬂ//

(g/ —g'/)€+’l9/ — 9

a—-ge
a +P¥ deméme

a’ +

+ 1

Pliﬂl!

a—-a’ +P -P"9’
a+Py —a —P"Y
P9 — P9
a+Py —a —-P"Y
P’ (¥ —9)
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@ Ona:

U-P)Y) = d-ge

gde+

a +P¥ deméme

glle + 19,// = aN + Pliﬂl!

@ donc par soustraction on obtient

(g/—g”)€+l9,—l?”
(g/_g//)e_l_ﬂ/_ﬂ// —

+

(g/ —g'/)€+’l9/ — 9

+

(I _ P”)(ﬁ/ _ 19”)

p=d +P¥ —-a’ -P'¥ >0

a—-a’ +P -P"9’
a+PY —a’ —P"Y
P’ — P9
a+PY —a’ —P"Y
P (& —9")

p—(g —8"e
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U-P)Y) = d-ge

gde+

a +P¥ deméme

glle + 19,// = aN + Pliﬂl!

@ donc par soustraction on obtient

(g/—g”)€+l9,—l?”
(g/_g//)e_l_ﬂ/_ﬂ// —

+

(g/ —g'/)€+’l9/ — 9

+

(I _ P”)(ﬁ/ _ 19”)

p=d +P¥ —-a’ -P'¥ >0

a—-a’ +P -P"9’
a+PY —a’ —P"Y
P’ — P9
a+PY —a’ —P"Y
P (& —9")

p—(g —8"e
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e Comme a’ + P’ > a” + P”¢’, donc d’apres le corollaire
précédent le systeme admet une solution si et seulement si
g=8-¢"=nmp>0=g >g” et comme le nombre de

St politiques stationnaires est fini, alors 1’algorithme est fini.
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» [a Convergence
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» [a Convergence

e Soit S(P, a, m, g) la politique stationnaire obtenue a la sortie.
o Soit §*(P*,a*, m*, g* une politique optimale.

M&R

I -P)d a—ge
ge+ 1 a+P9 de méme
gle+9 = a +P*

Lalgortme e donc par soustraction on obtient

Stochastique

g-ghe+0-9 = a-a +Py-PY
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e Soit S(P, a, m, g) la politique stationnaire obtenue a la sortie.
o Soit §*(P*,a*, m*, g* une politique optimale.
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I -P)d a—ge
ge+ 1 a+P9 de méme
gle+9 = a +P*

Lalgortme e donc par soustraction on obtient

Stochastique

(g—-gHhe+0 -9 a—a' +Pg—-Po
= a+P¥—a —P

+ P9 -P
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» [a Convergence
e Soit S(P, a, m, g) la politique stationnaire obtenue a la sortie.
o Soit §*(P*,a*, m*, g* une politique optimale.

(I-P) = a-ge

ge+ 1 = a+P¢ deméme

gle+9 = a +P*

Lalgortme e donc par soustraction on obtient

Stochastique

(g—-gHhe+0 -9

a—a* + Py —-P99*
= a+Pd-a -P
P*9 — P 9"
a+Pd - (a* + P*9)
+ P -9

+
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» [a Convergence
e Soit S(P, a, m, g) la politique stationnaire obtenue a la sortie.
o Soit §*(P*,a*, m*, g* une politique optimale.

(I-P) = a-ge

ge+ 1 a+P9 de méme

gle+9 = a +P*

Lalgortme e donc par soustraction on obtient

Stochastique

(g—-gHhe+0 -9 a—a' +Pg—-Po
a+Py—a —P
P*9 — P*¢*
a+Pd— (a" +P9)
P* (¢ — 9)
y—(g—8)e

i+ 1 + 1

(I =P - 9)
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avec i = a + P9 — (a* + P*9) < 0 = d’apres le corollaire le
systeme admet une solution si et seulement si
G=g—-g=my<0=g<gletcommeg* <g=g=g"nm
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@ Choisir S(d;, o (B4")
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@ Résoudre en g et vartheta; (= 2, ...,n) le systeme linéaire
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