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~ = |a meéthode-consiste a remplacer les dérivees partielles par des
différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de
la fonction en nombre fini de points discrets ou nceuds du
maillage.

= Avantages :
- grande simplicité d'écriture

‘.’mble colitude calcul.
mon a des géométries simples,

- difficultés de prise en compte des conditions aux type Neumann.




« La méthode consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension
finie, un probléme écrit sous forme variationnelle (comme minimisation
de I'énergie en général) dans un espace de dimension infinie. La solution
approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre .
infini de parametres comme, par exemple, ses valeurs en certains
points ou hceuds du maillage.

* Avantages:

aitement possible de geome’rrles complexes
e ombreux ré

/

« Complexité de mise en ceuvre ,
 6rand colt en temps de calcul et mémoire.



= Lamethode. integre, sur des volumes élementaires de forme simple, les

equations écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi
de maniere naturelle des approximations discretes conservatives et est
particulierement bien adaptée aux équations de la mécaniques des
fluides. Sa mise en ceuvre est simple avec des volumes élémentaires, ..
rectangulaires.

* Avantages:
* Permet de traiter des géométries complexes avec des volumes de

formeiquelcongue, -
‘—- Déterminati us, naturelle des Hions; aux: limites: dertypers

nconvenient:
* Peu de résultats théoriques de convergences.
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1. Principe - ordre de précision:
~La méthode-des différences finies consiste a approximer les dérivées
des équations de la physique au moyen des développements de Taylor et
se deduit directement de la définition de la dérivée. Elle est due aux

travaux de plusieurs mathématiciens du 18¢me siecle (Euler, Taylor,
Leibniz....).

= Soit u(x,y,z,1) une fonction de l'espace et du temps. Par définition de la
dérivée, on a:

u(r + Az, y, z, t) —ulx, y, 2, t)

Az

—

~ * Si Ax est petit, unidéveloppement de Taylor.de u(x+ Ax,y,z,t) au
- Vvoisinage d '
—

. _ ) . i
w(x +Ax,y, z,t) =ulz,y, z.t)+ Ar

LS




ulz + Ax,y, 2, t) —ulz,y, z.t)  ou, o
ol S M |17 M 24 !']_I:'-;'I:" y,z,t) + O(Ar)
L

= L'approximation de la dérivée gEg est alors d'ordre 1. indiquant que
I'erreur de troncature Q(Ax) tend vers zéro comme la puissance
premiere de Ax.

mm’rion: ————
; - La puissa hqueﬂe-lMonca‘rure tend vers zéro
appelée l'ordre de la méthode.




2. Notation indicielle--cas 1 D:

. = ~Considerons-un-cas monodimensionnel ot l'on souhaite déterminer
une grandeur u(x) sur lintervalle [O 1]. La recherche dune
discrete de la grandeur u ameéne a constituer un maillage de
l'intervalle de définition. On considére un maillage (ou grille de
calcul) composé de N + 1 points x; pour i = O,.....Nurégulierement:
espacés avec un pas Ax. Les points x; = iAx sont appelés les nceuds
du maillage.

erche de N valeurs dlscr'e‘res de cefte gr'andeur aux
différents noeuds du maillage.
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»~ Notation:
« = 0On note u;la-valeur discrete de u(x) au point X;, soit u; = u(x;). De
meme pour la dérivée de u(x) au noeud x;, on note :

( du ) | ( T ) ,
e = P = '!.J'..r-.
xS Lo /.

X S =z, X ]

= Cette notation s'utilise de fagcon équivalente pour toute les
dérivées d'ordre successif de la grandeur u.

= Le schéma aux différences finies d'ordre 1 présente au-dessus

ﬂ'f?i‘r, en notation indicielle: — .
———

u ) Uitl — Ui g a s
P + O(Ax)
(ﬁ__ r s FAN L J




e

= Ce schéma est diti«-avant» ou « décentré avani » ou upwind.

= ~Tl"est possible-de construire un autre schéma dordre 1, appelé
< arriere »:

E}u.‘) U — Uil .
— ] == — + O{Ax)
( N

Ar

dr /.

3. Schéma d'ordre supérieur

= Des schémas aux différences finies d'ordre supérieur peuvent etre
construits en manipulant des développements de Taylor au voisinage

L derx:. On écrit
—

) . rin
i, = u(r;+Azr)=u; +Ax ( . ) +

x ).

i—.. -
‘.

) . e
;1 = ulr; —Azr)=u; — Ax ( - ) +

dr /) .



= Ce qui permet d'obtenir le schéma d'ordre deux dit « centré » pour
approximer la dérivée premiere de u:

= Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noceuds voisins
de x;. Le hombre de points nécessaires a l'écriture du schéma s'appelle le

—

:'S'r'eﬁcil. Par exemple, un schéma aux diffiérences, finies,dordre, 3, pour la

derivée premiere siécri'i; o
?— ( o ”) _ TUiyp+ 61 — Ju; — 2w N (f:'[:ﬁ:i.f'lj':}

6 AT

dr /| .
oxr J,
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4. Derivee dordre superieur:
= {e" principe~est identique et repose sur les developpements de
Taylor au voisinage de x;. Par exemple pour construire un schéma
d'approximation de la dérivée seconde de u, on écrit:
Wi+l = Ui+ Ax (dj\) + Az’ (ﬂj) -+ Az’ (ﬁ\) 4 LT’I: ‘1‘.?_1}

Ox ) 2 \d=r?), 6 \dz* /.

O Ar? [ %u® Ax? 9% s
Ui—1 = Uy — AT (—) + = (t ) — ({ ) +O(Az?)

ox /, 2 \ar?/, 6 \dz3/,

= En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit a:

I ' : ; ; , ,
EINCGequi permet d'obtenir le schema d'ordre deux dif « centre » pour
approximer la dérivée seconde de u:

11



= Il existe aussi une formulation « avant » et « arriere » pour la
dérivée seconde, toute deux d'ordre 1:

( t".}u'i.{ \) - iz — E'H.-,‘+1 - Ui—1

( 9*u \) Ui — 2ui_1 + ui—2
aji.!"'

= LTSl R L 0(Ax)

V) x| Ax?

)
ir= /.
. i

= Il est également possible de construire, par le méme procédé, des
schémas aux différences finies d'ordre supérieur pour les dérivées

:deuxiéme, troisieme, etc...
p— — TS
—— : | —

— S
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5. Generalisation de lainotation indicielle:
~ = “Dans le- cas— 1D instationnaire, considérons |'evolution d'une
grandeur u(x,t) en fonction de I'espace et du temps. Le domaine de
définition de u est décomposé en N noeuds x; répartis
régulierement avec un pas despace Ax. De méme, le temps est
décomposé en intervalle élémentaire de pas constant At. On
hotera la valeur discréte de la grandeurru(x,t) au noeuds x; et

au femps nAft.

- __Dans le cas 2D, considérons une grandeur u(x,)y) définie sur un_
tain domaine. Ce dernier est décompose en N Prnczudss(y)s

repartis regulie ec unypasid; e AXx dans I'espace x et
s l'autredirection. On notera u; la,valeur discrete de la

grandeur u(x,y) au nceud (X;,y;) .

13
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= De similaire, dans-le cas 2D instationnaire, on notera la valeur
discrete delda.grandeur u(x, y, ) au nceud x;, y; au temps nAt.

= Dans le cas 3D instationnaire, on notera la valeur discrete de
la grandeur u(x, y, z, t) au nceud (x;, y;, z,) eT au femps nAft.

6. Quelques schémas en 1D:

Différences finies avant, ordre 1 Différences finies arriére, ordre 1

14
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Différences finies centré, ordre 2

I, ) Y £ £

Différences finies centré, ordre 4

N Y P P
Ao
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7. Dérivee croisée:
=~Determinons-une approximation de la dérivée croisee ;
fonction de deux variables f(x, y). La discrétisation du domaine de
calcul est bidimensionnelle et fait intervenir deux pas despace
supposés constants Ax et Ay dans les directions x et y.

= Le principe est toujours basé sur les développements de Taylor:

| T 0f Of\  (IAz)* (Pf\  (mAy) [0*f
P [Tty Yjtm) = jﬂ.‘T.‘-,'i‘J-;‘ | + Jl._“k.r( — ) + mj”( ) T - X {) T e L f')
' " dr ), 0y 2 \a2), " 2 \&),

2mlAzAy [ 0*f
_ T

zdy, i

9

Fa
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= En effectuant une approximation linéaire des quatre équations
precedentes ((1)-+ (2) - (3) - (4)), nous obtenons une approximation
de la dérivée croisée a l'ordre 1:

( 0 f )  fivg — fisrgor = ficger 1 fimga
oy 1AzAy

/i,

8. Exemple simple 1D avec condition de Dirichlet:
R

"R (Considérons 'équation différentielle suivante :

R I —u"(z) = f(x) , z €]0,1]
e

l 1 |: n.:l' = et 1 I[lll — :,f

ot f est une fonction continue,

18
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~ = Le maillage est construit en introduisant N + 1 nozuds x. avec i = O,
L., N, régulierement espacés avec un pas Ax. la quantité u,
désignera la valeur de la fonction u(x) au nceud x..

= | 'équation a résoudre s'écrit, sous forme discrete en chague noeud
X;:

= Approximons la dérivée seconde de u au moyen d'un schéma centré

‘J‘:Pdra 2: |
d Uir1 — 2ui + i1 . w

= |['equation discrete est ainsi:

19
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A2 3 5 { pour @ variant.de-1 & N-1
Ax?

= Tl est ftres pratique d'utiliser une formulation en faisant apparaditre
le vecteur des inconnues discretes:

20



...0. Exemple simple 1D avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann:
- Considérons I'équation différentielle suivante:

I. —u'(x) = f(x) , x €]0,1]

l w0)=a et u(1)=p

Ou l'on a cette fois une condition de Neumann en x = 1.
= Les modifications du probleme discrétisé par rapport au cas

‘aiécéden‘r sontiles suivantes: = -
"= Tout;d'abond, lesnombre.diinconnues,a_changetdliyiaiune inconnue au bordienx =
1. le proble “donc  maintenant;, sur'la base du méme maillage que
ecedemment, N'inconnues u; pour i variant de 1 a/N:

- D'autre part, il faut discrétisée la condition de Neumann u'(1) = B. Plusieurs
choix sont possibles pour approximer cette dérivée premiere.

21



=" Inconvenients:
«~ Elle ne.donne.pas.de facon naturelle une bonne approximation des conditions de
Neumann.

= Dans notre cas, utilisons une approximation d'ordre 1:

Upy — Up—1

Ax

u'(1) =

= Sous forme matricielle, on obtient:

22



o) DISCI"CTISGTIOH de—lequa’rlon de la chaleur 1D

. ==Considérons-le-probleme monodimensionnel de la conduction de la
chaleur dans un barre de 1 m de longueur. Le champs de
température T(x, t) vérifie I'équation de la chaleur:

a: est la diffusivité thermique.

= A cette EDP s'ajoute deux conditions aux limites aux extrémités

e“ltf barre (O, 1) = T, et T(1, ) = Tyainsi quiune condition initiale —
x,0) =T,

iscretise en N + 1 neeuds de coordonnées Xx;
 variant de O & N) régulierement espacés.

23
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= Notons Ax le pas diespace. Le temps est discretise en intervalle de
~ ~pasiconsitantiAt.
= Notons @f la température au nceud x; = iAx et a l'instant t = nAft.

= On peut utiliser deux approches pour discrétiser cette équation de
la chaleur.

= La premiere dite explicite utilise une discrétisation au neeud x; et a
litération courante n:

It

w Tl

'_._H,\) n - {-_;,QT)

_d' seconde lemm e -ilJ,!SE,UB@-dIS@?SGTIOH au neeud x; et'a

o\ " o2\ "t
(__ E) o ( D ) _:.

24



10:1"schema explicite
~ = Nous utilisons-un schéma avant d'ordre 1 pour évaluer la dérivée

temporelle et un schéma centré d'ordre 2 pour la dérivée seconde
en espace:

=4 , la température a l'itération ni+ Lestidonnée
—

Hiposant §
g posant ,

ISV T SNVl | variant de 1 a Ni- 1.

PO e

25
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= Solt'sous forme matricielle:

10.2. Schéma implicite

= _Nous, utilisons, un schéma arriere dordre 1 pour évaluer la dérivée
S temporelle et un schéma centré d'ordre,2 pour la dérivéesseconde:
en espace: ]

2 R lr:l+1 _ .I:.Eu
E— ,_ a At

n+l  gmt+l | gmtl
T -2 T

i+1

Azl

26
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En posant ik

/ gy 1:u+1 B YE 1:i'l+1 rnatly _ gn . .
Rl | variant de 1 a N + 1.

On constate que les inconnues a l'itération n + 1 sont reliées entre
elle par une relation implicite.

Sous forme matricielle:

142X =X ()
—A 1+2X —=A

—XA 1+2)
B | ) 0 =

27
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= A chaque iteration, le: vecteur des inconnues discretes se
~detdiermine par.resolution d'un systeme lineaire.

= |a matrice du systeme étant tridiagonale, un algorithme de Thomas
(basé sur la méthode du pivot de Gauss) est tres souvent utilisé.

Algorithme de Tomas

= Cet algorithme est utilisé pour la résolution d'un systeme avec une
matrice tridiagonale:

—— [ ) any-—2 by_o cn_o dy_2

0 an—1 by_q Ny dy_1 —en_1Xn

28



= Le calcul s'effectue enideux étapes (qui correspondent aux étapes
~ dupivotfide Gauss).
= | 'étape de triangularisation fait apparaitre les coefficients a; et B;
évalués par:

di — c; 'f, +1
o bll' + {-'I'E ¥ i+1

pour 1 variant de N-1 a1

= Avec ay = 0 et By = Xy (ou Xy est une condition aux limites).
= |a deuxieme étape détermine les inconnues, pour i variant de 1 a

- 1; e —
g ﬁ‘ i ;-%xi-qdi‘ﬁ;

AS
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2 11" Discretisation del'équation de la chaleur 2D stationnaire

= “Considérons-—le~ probleme bidimensionnel stafionnaire de la
conduction de la chaleur dans un domaine rectangulaire
[0, L] x [OL,]. Le champs de température T(x, y) verifie I'€quation

de Laplace:
2T 9T .
J_I\I1 = {r_—-, + t_—, = [-] f :-f ”:' [” L | [[],Li-‘l
ilr= - o
T0,y)=T, et T(Leyy)=Ty
T(z,0)=T, et T(x, Ly) =T,
/
e

*'e domaine de calctiliesiidiscrétisereni (N1 (P'+ 1) noeuds (x;, ;,-).
=:j,var'10‘n’r de’@fa*Nret | variant de O a P). On supposera que les pas
of espace dans chaque direction Ax et Ay sont constantes. La

température discrete au neeud (x;, y;) sera notée T;; = T(x;, ;).

30



systémeg
&
o* eoc

=
w
®

] B

) E-1
E- S =
=
: £
2 EA :

S &

(=]
ey

@ o
= 'C:’
P

Aol ¥l S aalys jusa
dgelivall dggiliall

—— N
——— — - B - . R e — - — e,
m—— — - - ——_—-—'—- V.,

e e -

—
— —

A
D

= Nous utilisons un:schéma: centré dordre 2 pour approximer les
~derivees secondes en espace:

= La formulation discrétisée est alors, pour i variant de 1a N -1 et |
variant de 1aP-1:

Ay (Tivrg + Tirg) + Az® (Tijn + Tijo1) — 2(A2” + Ay*)Th, = 0

31
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= Solt'sous forme matricielle:

AT, + .-"_*\.yETg
Az?T,
AT, + Ay*Ty
*lffbru
0
Ay* T,
AT, + .-i"..yg']'ﬁg
Az,
Az Ty + Ay’ T

= Dans, le. casprou|es™pas™ diespace sont” identigues Ax = Ay, la

tormulation devient, pour i variant de 1 aN'="1 et j variant de 1 a
P-1:

Tiv1y +Tig—1 +Tiy + Tige1 — 4G =0

32



LZs difrerzrces

. INotons, I lasmairice™identique  dordre” 3 et D la matrice de
“dimension 3 definie par:

33



= _|e systeme peut s'écrire sous la forme matricielle bloc suivante:
B S——

B - -

34



= La matrice obTenue est firidiagonale et chacun de ses blocs est
~ tridiagonale.....

= |a résolution du systeme peut s'effectuer par une méethode de
Thomas matriciel ou une méthode itérative matricielle (méthode de
Gauss -Seidel).

Algorithme de Thomas matriciel

= Cet algorithme est utilisée pour la résolution d'un systeme avec
une matrice tridiagonale par bloc faisant  intervenir un vecteur

diinconnues.discretes X., de la forme: e
ﬁ E—

AXi o+ BX, + CiXi = Dy i variant de 1 & N-1

ou A, B, C. sont des matrices et D, un vecteur.
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= On introduit la matrice o, et le vecteur B; évalues par les relations
de récurrence suivante:

ai = (Bi + (_':-'-;_m,.:.,.ﬂ_l A; et 8i = (Bi + Ciai+1 }_l x(D; — CifBit1) pour i variant de N-1 a 1

avec ay = 0 et Fy = Xy (o0 Xy exprime une condition aux limites).

= La deuxieme \etaperdeterminerlestificonnues, pour i variant de 1 a
-—N L

_‘1..—; —- (1,{.-&?-;_—]_ -+ ,I:.ii_.
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