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Chapitre 1

Introduction

1.1Qu’est-ce que I'évaluation des performances ?

En raison de leur évolution continue et rapids, systemes informatiques et réseaux de
communication deviennent de plus en plus complexds besoin d’outils et de techniques
permettant d’analyser et d’étudier leur comportenagigmente sans cesse.

Les études de performance sont nécessairesqouir des réponses aux questions de co(t,
performance, sécurité, surgissant durant la viesyhieme. Par exemple, pour un systéme
informatique a mémoire virtuelle, connaissant lasametres d’entrée (vitesse du disque de
pagination, taille de la page, puissance de la ARWapacité de la mémoire, ...), il est
souhaitable d’évaluer le taux d’utilisation de IR Pour un serveur WEB, il est important
d'implémenter une bonne politique de gestion deheadans ce cas, il est souhaitable
d’évaluer, par exemple, le taux de hits, c'estra;de pourcentage de documents qui sont
dans le cache lorsqu'on les demande. Ces questimmisde grande importance pour les
organismes impliqués. Des réponses incorrectesndrngi@ de potentielles répercussions :
problemes de sécurité, performance, etc.

L’évaluation des performances intervient a demneaux : en conception et en exploitation.
En conceptionle systéme n’existe pas encore et il s'agit derder en respectant le cahier des
charges. Il est alors judicieux d’étudier le conteorent du systéme avant son déploiement
sur le terrain afin de comprendre et régler lemtiads probléemes qui pourront affecteryle
systeme. Par exemple, pour concevoir un réseaardmanication; on doit étre en mesutedde
connaitre le débit souhaite, capable de transtéfiérents types de meédias; tels que |la'voix,
la video, ou des données tout en respectant lasaoues temps réel ainsi que les,delais e
transmission et assurant que les informations sdéransmises avec une certaine gualité’de
service-(avec-un taux de perte prédéterminé). Duyte les systemes sont de plus en plus
nombreux, pourtant, il est absolument importantrpme configuration donnée, de calculer
les indices de performances, afin de vérifier leomformité avec le cahier des charges. En
effet, un systeme sous-dimensionné n’est pas alilks et inversement un systeme sur-
dimensionné entrainera un gaspillage d’argentleuti
En exploitation le systéme existe, mais on souhaite le testée owodifier de telle maniére a
améliorer son fonctionnement. Il s’agit de concewm nouveau systeme répondant a de
nouveaux objectifs. Ceci rejoint un peu la conaaptil s’agira, par exemple, de modifier un
serveur dont le taux d’exécution est insuffisamnt,remplacant son processeur par un autre
deux fois plus puissant ou de modifier un réseagamemunication en remplacant la bande
passante par une autre de capacité plus impodartadle maniere a satisfaire la demande.

Cependant, pour réaliser I'évaluation de peréoroe d'un systeme informatique ou d’un
réseau, il faut disposer d'outils adéquats conaittéles différents aspects du systéme. Les
différentes techniques d’évaluation des performampmuvent étre réunies en deux groupes :
mesures directes sur le systeme réel'évaluation des performances sur un modele du
systeme.Le modele d'un systeme est une abstraction poquele seules certaines
caractéristiques du systeme ont été retenues. Llestragtion des modeles s’appuie
généralement sur la modélisation analytique eirntaulation. Chacune des techniques a ses



possibilités spécifiques et ses restrictions. Soulévaluation des performances d’'un méme
systeme demande I'utilisation de différentes métisod

1.2 Types d’'analyse des systemes

On distingue deux grands types d’analyaealyse qualitativetanalyse quantitative.
L’'analyse qualitative consiste a définir les préfgs structurelles et comportementales du
systeme, telles que l'absence de blocage (vivacies) invariants du systeme, I'équité,
I'inévitabilité, etc. Par exemple, dans un systénfermatique ou deux processus s'exécutent
en parallele et partagent une ressource critigaegyemple, deux utilisateurs qui se partagent
une imprimante), on veut vérifier que, quelque Bétat du systéme, la ressource critique ne
peut étre utilisée par plus d'un processus (exafusnutuelle). Cette propriété est une
propriété d’invariance. De méme, dans un réseagodemunication, si une machine M1
attend un message d’'une machine M2 pour pourssmneprocessus et en méme temps la
machine M2 attend un message de la machine M1 gmunsuivre son exécution, le systéme
est dans un état d’inter-blocage (deadlock) eteg plus évoluer. Ainsi, | »étude qualitative
nous renseignera sur I'éventualité d'un tel étaurRpalier a ce blocage, la modification du
protocole de communication s'impose. Le formalisRéseaux de Petret Algebres de
processusont des formalismes les plus importants utilgsg I'évaluation qualitative.

L’analyse quantitative concerne le calcul desumes que I'on veut effectuer sur un systeme
informatique, permettant de quantifier ses perforcea : débit, temps de réponse, nombre
moyen de ressources occupées, taux d’utilisatiosederessources, ... Ces parameétres sont
des critéres principaux qui seront utilisés pasuée pour optimiser le fonctionnement du
systeme ou prédire ses performances. lls sont wbtesn exploitant les relations
fondamentales qui operent sur les données du sgst€analyse quantitative doit toujours
étre précédée d’'une analyse qualitative. En effefst inutile de s’intéresser aux indices.de
performance d’un systéme qui est dans un étatatmabe et I'évaluation de performance, peut
étre.acheveée sans.se rendre compte qu'un teletdodage peut.se produire.

1.3Criteres de I'évaluation des performances

Du point de vue de l'utilisateur, de 'admingt&ur, du concepteur du systeme informatique
ou du réseau de communication, les criteres d'é@tialn des performances différent en
fonction de leurs besoins et leurs espoirs. Cesopees peuvent avoir des besoins communs
et contradictoires.

L'utilisateur s’intéresse a son expérience deex@seau et non a la performance technique
de celui-ci, comme c’est le cas de I'administratéer concepteur s’'intéresse a ce qui touche
l'utilisateur et 'administrateur.

Les criteres de l'utilisateur peuvent étre :diaponibilité du systeme a tout moment, la
sécurité, « en équité ». 1l veut le délai de trassimn des messages le plus court possible
(ceci implique une faible utilisation du réseau).

Toutefois, 'administrateur voudrait voir I'uslktion du systéme aussi grande que possible.
Il peut aussi, s'intéresser par les caractéristqie trafic du réseau (comment les chemins
sont calculés, combien de fois les tables d’achemént sont adaptees, :::) et par la fiabilite.

Le concepteur mesure la performance du réseas ba but de vérifier comment la
performance actuelle s’accorde avec la performgmédite. Il est surtout concerné par les
critéres : la capacité des buffers, I'efficacitéptatocole, I'efficacité du contréle des flux.

Certains critéeres, comme le temps de transnmiss$iatilisation des ressources du réseau,
peuvent étre mesurés numeériguement, les autresnedandisponibilité, sont subjectifs.



1.4 Caractérisation de la charge de travail (workload)

On entend par charge du systéeme, la quantiteegi@étes imposées par un ensemble de
taches dans une application donnée. Le taux déerides taches ou plus généralement le
mécanisme d’arrivées des taches est certainemdatiaur qui détermine la charge de travalil
du systeme. Un autre probleme de caractérisatiofa diharge consiste a représenter les
requétes par taches individuelles. Par exemple; pouordinateur constitué de ressources
multiples, les demandes de travail d’une tache atdiétre représentées par au moins : la
demande de travail CPU, la demande d’espace mén@icdemande de travail d’E/S et les
demandes sur les composantes software (applications

Les performances d'un systéme dépendent étreiterde la demande en ressources
matérielles et logicielles de la charge a exécuigrcaractérisation de la charge procure des
bases pour construire une charge synthétique eatileutt représentative afin de générer un
systeme a mesurer ou pour obtenir des valeursseqatives de parametres pour les modeles
analytiques ou de simulation.

1.5Approches de I'analyse quantitative
1.5.1 Mesures directes

L’objectif principal de cette approche est denaler les statistiques sur les événements
divers, de les interpréter en termes de la perfoo@au systeme opérationnel et de régler les
parameétres de ce dernier pour atteindre la periocenéa plus optimale possible. Une autre
motivation d’obtenir les mesures sur le systemé ese d’estimer les parametres d’entrée,
nécessaires pour les modeles.

Les mesures peuvent étre classées en deux gaggwmrientéesutilisateur, orientées
systemelL'importante. mesure orientée utilisateur est lmge de réponse : lintervalle du
temps entre I'arrivée de la demande et son achavesia@s le systeme. Les mesures orientees
systeme sont le débit et-Futilisation. Le debit défini comme le nembre moyen de, jobs
traités par unité . de temps. L'utilisation d'unesmsrce est une fraction du temps pendant
lagquelle la ressource particuliére est-occupée.

La réalisation des mesures nécessite I'emplei @eils : moniteurs matériels, moniteurs
logiciels. Un moniteur matériel, souvent une station parigécal sert a observer I'état des
composantes matérielles du systeme. Il présente stastiques comme le nombre
d’événements spécifiques durant une période dodiniéeemps (le nombre de messages
entrant et quittant le réseau), le débit, I'utiisa d’'une ressource individuelle. L’avantage
principal d’utilisation d’'un moniteur matériel datprécision des résultats fournis.

Un moniteur logiciel est I'ensemble des routirdks systeme. Il cumule I'information
concernant le statut du systeme. Il y a deux tygeesmoniteurs logiciels moniteurs de
tracage d’événements, moniteurs-échantillonnelwes moniteur de tracage d’événements
fournit des statistiques concernant le fait : comirles demandes individuelles progressent
dans le systéeme. Parmi elles se trouvent : le nerdbrnceuds qu’une demande visite avant
d’'arriver a sa destination, le temps de réponsealdemande. Le moniteur-échantillonneur
tient le statut instantané du systeme dans lesvaites périodiques. Il donne les statistiques
momentanées, comme les longueurs des files d’'attant niveaux des nceuds, les paramétres
de contréle de flux. Les moniteurs logiciels peuverdifier les performances du systeme ;
les performances mesurées deviennent alors dif&yedes performances réelles. Il est
nécessaire de tester la validité d’un moniteurdiefjien le comparant a un moniteur matériel.
Il est possible de combiner les avantages des eositmatériels (vitesse et précision) avec



ceux des moniteurs logiciels (flexibilité et accasx informations logicielles) dans un
moniteur hybride.
Les probléemes majeurs associés aux mesuresedirsmnt :
- Le temps nécessaire pour cumuler assez de staéistfgput étre tres variable : a partir
de quelque jours jusqu’a plusieurs semaines.
- Il est facile de trouver ou le paramétre doit @iémenté ou décrémenté pour arriver
aux buts de la performance, mais la tache de dédeleombien il faut incrémenter ou
décrémenter n’est évidente.

1.5.2 Modeles et modélisation

Une autre approche pour évaluer la performange gi/steme informatique ou d’'un réseau
comprend la construction du modeéle du systéme. adétisation a un objectif bien déterminé
qui consiste a fédérer en un seul objet des padilesystéme que I'on veut analyser. Le
processus de modélisation s’apparente a une pleatardsformation d'un systéeme dans un
symbolisme de représentation qui enveloppe les oserges principales caractérisant le
comportement du systeme. Ce symbolisme de repsdgents’appuie également sur des
outils théoriques qui garantissent la structure algsts manipulés, et les opérations, que on
veut leur appliquer.

La modeélisation est la substitution d’un systgraeun modele que I'on pourra résoudre. I
est souhaitable, que le modeéle possede une seuttodulaire hiérarchique afin d’exprimer
la structure modulaire du systéme réel/ Ceci sigmjtie le modele est décomposé en sous-
modeéles ou couches d’'une maniére «top to bottorta»fonction de chaque couche est
constituée des fonctions des couches sous-jaceb&tte decomposition commence par la
définition de la fonction globale et des exigendesla performance et est suivie pat la
détermination des fonctions et des niveaux de lopeance, qui sont nécessaires pour
attendre les objectifs. Cette procédure est rép@kdiec une. série de couches est preduite)
jusgu'a ce gue lessysteme soit considére en tedegwimitives: (les éléments matériels du
systeme).

L’avantage de. la modélisation .par rapport .auxsunes directes est qu’elle (peut, étre
employée aussi-bien'pendantles'phases de conteptio systéeme, que-durant-les phases, de
I'exploitation.

La premiére étape de modélisation consiste atift et a examiner les parametres des
composants du systeme : la vitesse de la CPUnestal’acces et le taux de transfert de
données des mémoires de stockage, la capacité lityneede transmission, ... ; ainsi que les
types et les caractéristiques des terminaux epéments de communication. Il est également
nécessaire de connaitre les composants softwatgarithme d’ordonnancement des taches,
I'algorithme de gestion de la mémoire, I'algorithmbe distribution (dispatching) de la CPU,
I'algorithme d’ordonnancement du disque et du désda pagination, les tailles de la page et
du bloc et I'organisation des fichiers. De mémegst intéressant de trouver la quantité du
trafic (de la charge) prévue pour chacune de cegosantes : le taux d’arrivée des taches, le
temps de CPU par tache, les besoins en espace re¢neotaux de défauts de pages, le
nombre de mouvements rotatifs du disque par se¢cdadmux de demande du disque de
pagination et le taux de transfert de données segpire la mémoire centrale et les mémoires
de stockage auxiliaires. L'établissement de telistes contenant les composants et les
parameétres du systeme, pouvant avoir un impactlauperformance du systéme, est
relativement facile. Néanmoins, il est difficile idBntifier un ensemble de paramétres
critiqgues et il est encore plus difficile de détaren les relations décrivant le comportement
du systéme.



Soient principalement deux types de modélessésil pour évaluer la performance des
systemes informatiques et réseaux : les modelaanbfies solutions analytiques et les
modéles de simulation.

Le modéle analytique permet d’écrire la relatfonctionnelle entre les parametres du
systeme et le critére d’évaluation de performartc@st en termes d’équations, qui peuvent
étre résolues numériquement, ou fournit des mopens obtenir la solution analytique. Le
plus souvent, le modéle analytique enveloppe lesamuts de la théorie des filles d’attente.
Les modeles analytiques sont rapides, économiquéciéees quand on travaille avec eux.
Cependant, la construction du modéle exige de lwroeanaissances des mécanismes de
modélisation. Dans le cas des systémes complekeseyrs suppositions doivent étre faites ;
ceci implique l'obtention des résultats approctéar conséquent, les modéles analytiques
sont bons pour un « gros design ».

Un modéle de simulation décrit le comportemeyriagnique réel d'un systeme méme si
'analyste ne s’intéresse qu’a la valeur moyennguiiques mesures de performance (temps
de réponse, utilisation d’'une CPU) a I'état statmre. Il s’agit d'implémenter un modele
simplifié du systeme a l'aide d’'un programme deuation adéquat. C’est une technique
largement utilisée pour I'évaluation des performende systéemes informatiques et réseaux
de communication. Elle permet de traduire d’'une igranplus réaliste le comportement du
systéme a évaluer.

La technique de simulation constitue un outiistimportant pour la détermination des
différences de performance entre les configuratialtsrnatives (aussi bien hardware que
software). La simulation permet en plus de visealies résultats sous formes de graphes
faciles a analyser et a interpréter. Elle rend iptsd’analyse systématique des systéemes
lorsque les solutions analytiques ne sont pas dibjes et I'expérimentation sur le systeme
considéré (mesures directes) est impossible opraiigue.

Le modele de simulation est conduit ou bien lgamgénération des données d’enirée
(pseudo-aléatoires),.on_parle alorslasimulation probabiliste ou Monté Carlou bien'par
Iintreduction des-données d’entrée, on parle attesimulation. déterministe ou par trace
Encore; la simulation peut-étmntinue (elle est utilisée pour construire un modéle _d’'un
systeme continu; le temps est. représenté par_ destiéns mathématiquest et warie
continuellement)- et 'événements-discrefte programme de simulation—produit \uné liste
d’événements a apparaitre). Le simulateur simute ¢ comportement dynamique actuel du
systeme. En répétant le processus pour des coatiigns et parametres du systeme alternatifs
différents, on peut identifier une structure detéyse optimale. Cependant, le module de
simulation prend beaucoup de temps pour I'élabomatinécessite beaucoup de temps
d’exécution et malgré tout fournit beaucoup moirngfdrmations. C’est pourquoi, la
simulation est généralement considérée comme ghaitpie de dernier recours.

Un probleme de simulation peut étre résolu évasi les étapes suivantes :

1. construction du modele de simulation ;

2. implémentation du modéle ;

3. création des expériences de simulation ;

4. validation du modele de simulation ;

5. exécution du simulateur et analyse de données.

Les systemes informatiques et réseaux deverapius en plus complexes, le besoin de
développement des langages et outils de simuldi&oplus haut niveau augmente sans cesse.
Ces langages sont basés sur la simulation oriév&gements discrets. L'un des langages les
plus largement utilisés est le GPSS (General Parfdgstem Simulator), interprété et
développé par IBM. Sa premiére version a paru &1i.1Ba version GPSS V a également été
développé en 1971 par IBM. Ce langage permet derddélirectement le flot fonctionnel des
taches (appelées transactions) a travers le syst@riangage SIMSCRIPT, basé sur Fortran



et initialement développé par Markowitw, Karr etudar en 1963 au Rand Corporation est
'un des langages les plus disponibles et usuelst ptre juste aprés le GPSS. La version
SIMSCRIPT 1.5, développée par Karr, Kleine et Maritp en 1965, SIMSCRIPT Il par
Kiviat, Villanueva et Markowitz en 1969 et SIMSCRIRIL5 par Consolidated Analysis
Center, Inc. En 1971 sont des extensions successRiesieurs autres langages ont été
développés tels que SIMPL/1 par IBM, SIMULA par DahNygoard en 1966.

Récemment, plusieurs autres outils sont dévélmppur répondre aux besoins d’évaluation
de performance des nouvelles architectures desrsgst informatiques et réseaux de
communication.

QNAP/modline est un langage de description,inilation et d’évaluation de systemes a
événements discrets (réseaux informatiques, deor@idunication, systemes de production).
La modélisation est basée sur le principe des fifastente.Modline est une sur-couche
graphique permettant de designer de tels systelnetlise un langage tres semblable au
Pascal pour la description des modeles.

L’outil NS-2/NAM (Network Simulator 2) est unrsulateur développé a Lawrence Berkely
National Laboratory et congu principalement pounkende de I'Internet. Il permet de simuler
le comportement des protocoles TCP, IP, d'étengrsrhulateur aux protocoles spécifiques
de l'Internet (routage, transport, application)aeix nouvelles architectures de qualité de
service (IntServ, DiffServ MPLS, RED). Le langagelthse de NS est le C++. L'outil NAM
(Network Animator) associé au NS-2 permet de visealdes animations de la simulation
(transfert des paquets d'un nceud a un autre, tdile paquets, remplissage des files
d’attente, ...).

OPNET (Optimum Network Performance) est un owéf puissant pour la simulation et
I'évaluation des performances de réseaux. Il perawssi a l'utilisateur de construire ses
propres modeles du plus simple au plus complexymdséde trois niveaux d’abstraction pour
construire les modeéles et décrit les processuaidel’des automates et intégre ces processus
dans les nceuds formant un réseau ou.un dispasitifmatique. Le langage de base de
OPNET estle C.

ll-existe plusieurs autres: outils de simulatiels que PARSEC.(Parallel Simulation
Environment for Complex System), GloMoSim (Globabiile Simulator).

1.6 Quelques exemples d’application

Un systeme informatique moderne est une orgammsacomplexe, a la fois de par
I'architecture matérielle et de par le type de paogmes qui y sont traités. Méme centralisé, il
comporte de nombreuses entités distinctes ‘conr§ledisques, coprocesseurs, etc.), qui
coopeérent. Les mesures de performance et de podddifferent d’un systeme a un autre.

Exemple 1 : Un modéle d’ordinateur avec mémoire viuelle (MV).

Considérons un modele d’ordinateur a MV fonctioriream multiprogrammation. Le systéeme
est constitué d'une CPU, d'un disque de paginatidiscP) et d’'un disque fichier (DiscF).
L’objectif de l'utilisation de la MV est d’augmemtde taux d’utilisation de la CPU. Le
principe du fonctionnement des ordinateurs a M\Vdesinettre le plus grand nombre possible
de programmes simultanément dans l'ordinateur. éeicconsiste a rendre la mémoire
principale (MC) virtuelle. Il s’agit de donner aadfue programme qui se présente une place
en MC et de mettre tout ce qui ne peut entrer dat® place sur un disque ou mémoire
secondaire appelkdisque de paginatiorLa MC est découpée en plusieurs pages (variant de
500 a K octets). Lorsque l'information nécessaward’exécution d’un programme n’est pas
située sur l'une des pages en MC, il faut charggydge contenant la bonne information en
MC depuis le disque de pagination. Le cas echddatt décharger une page de la MC pour



la mettre sur le disque DiscP afin de laisser é&@la une autre page. L'utilisation de cette
technique permet le stockage d’'un nombre quelcomiguprogrammes. Cependant, charger
un maximum de programmes en MC n’augmentera pgsuisule taux d’utilisation de I'UC.
En effet, un disque de pagination va demander gusidizaines de millisecondes pour un
chargement et pendant ce temps la, I'UC ne fonadgpas. Il est bien clair qu’il existe un
degré optimal de multiprogrammation qui n’est pafini. En effet, si le nombre de
programmes en MC est trop grand, chaque tache mmsseder qu’une fraction infinie de
mémoire. A chaque instruction, il va falloir effaet un remplacement de page.
Problématique :On souhaite connaitre le degré de multiprogranamatptimal du systéme.
On pourrait s'intéresser a I'évaluation du taux tidization du disque de pagination en
fonction du degré de multiprogrammation, du tauxtitisation du disque de pagination (ces
deux grandeurs sont dépendantes). Ce méme prolplentese poser pour tous les systemes
fonctionnant en multiprogrammation, tels qu&erveur de messagerie.

Exemple 2 : Systeme de traitement de base de doneée

On considere un modele d’ordinateur gérant une dasknnées assez volumineuse. Dans ce
genre d’applications, il est nécessaire de faigaliérement des sauvetages d'informations.
Le modele va donc traiter les requétes d’accesbada de données et, de temps en temps, va
s’interrompre pour effectuer une opération de stageequi paralyse I'utilisation normale de

la machine. Lorsque la machine décide de lancersanwegarde, elle se place en mode
d’alerte. Elle bloque alors 'acces a la base émsent toute nouvelle requéte se présentant et
avertit les utilisateurs en cours qu’ils doiventdgeonnecter rapidement. Au bout d'un temps
donné, elle suppose que les utilisateurs ont éentps de se déconnecter, coupe sans préavis
toutes les connexions et commence son processsawdetage. A l'issue de ce temps, la
machine est préte a traiter de nouveaux accesudgeseyix-Ci se présenteront.

Problématique Les questions que I'on doit se poser sont : Quedtda proportion de temps
pendant laguelle la base de données est.en moaalnde fonctionnement (c.a.d. ni en“alerte;,
ni-en. sauvegarde).? Quel est e nombre moyen idatilurs.connectés lorsque la baseyde
données est en mode ‘normal de fonctionnement ? €3tiéé nombre-moyen d’utilisateurs
connectés a la base de données ?.etc.

Exemple 3 : Serveur Web.

On considere un serveur Web équipé d'une mémoiehecade capacitc Mo. Le
fonctionnement d’un tel serveur est le suivant dooument demandé et se trouvant dans la
cache est aussitét transmis au demandeur. Si lendot demandé n’est pas dans le cache, il
doit étre recherché dans la mémoire centrale dreserramené dans le cache et transmis au
demandeur. Lorsque le cache est plein, la politdgigestion du cache doit décider quel(s)
document(s) oter pour faire de la place a un nauvkrument. La politique de gestion de
cache la plus répandue sur le Web consiste a Gteache, lorsqu’il est plein, les documents
les moins récemment demandés. Cette politigue @simee LRU, pour « Least Recently
Used ». Mais il y a d'autres politiques (LFU pouteast Frequently Used » ou la page la
moins frequemment référencée est oOtée, etc.). tlaerehe de politiques plus efficaces que
LRU est d’ailleurs un domaine de recherche trég antce moment. Pour une politique de
gestion de cache donnée on peut, par exemple,ezsga@yaluer le taux de « hits », c'est-a-
dire le pourcentage de documents qui sont darecleedorsqu’on les demande.

1.7 Notion d’un systéme

Un systemeest l'interaction d’'une collection d’objets dans environnement fermé. Tout
systeme contient des objets identifiables qui peuwarier en nombre. Ces objets sont



appelésentités Une entité posséde un nombre de caractéristigiegsificatrices appelées
attributs Ces derniers sont reliés les uns aux autregeeir &nvironnement de fagon variable
guoique prescrite. Les valeurs des attributs deméé définissent soétat La collection des
états de toutes les entités du systeme déftét du systemeToute action qui provoque un
changement dans le systéme (changement des vdksitributs) est appeléetivité. Les
changements de I'état du systeme (dus aux acbsigist appelégvénementsOn définit
encoreprocessusomme un ensemble d’activités logiquement reliées.

Tout systeme est caractérisé par des procesdysamiques » prenant place dans une
structure « statiqgue ». La structure statigue est aharpente indépendante du temps a
l'intérieur de laquelle les états du systeme sa@fing. Les processus agissent et réagissent a
I'intérieur de la structure statique du systemengeant ainsi son état a mesure que le systeme
evolue. Un systéme peut aussi étre affecté pachtlsgements dans son environnement.

Les activités peuvent étre :

- endogenes : elles se produisent a l'intérieusyditeme ;

- exogenes : elles se produisent dans I'environnégteaffectent le systeme.

Un systeme, qui ne subit pas l'influence d’actiwigkogénes, s’appelien systeme ferm@ar
opposition aun systéme ouvert.

Un systeme peut étre :

- discret : les changements de I'état du systeteeviiennent a des instants discrets du temps ;
- continu : les changements de I'état du systemféestuent d’'une maniéere continue ;

- stable : on observe de faibles changements t tHé systeme ;

- instable ;

- déterministe : les entités du systeme sont kédxe elles d’'une maniére bien déterminée ;

- stochastique : un élément de hasard est inclus.
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Chapitre 2
Introduction aux systémes de files d’attente

2.1Processus stochastiques : quelques définitions

Définition 1

Un processus stochastiq{lx (t),tDT} est une collection de variables aléatoires définies
sur un méme espace de probabﬁﬁléF,P}. Le parametret est généralement interprété
comme le temps et appartient a un ensemble ordonné

Un processus est a temps continu lorsque I'ebkem est non dénombrable (le plus
souvenR™). On le dénote péb( (t),t 20}. Un processus est a temps discret lorsfjuest
fini ou tout au moins dénombrable (le plus souVentZ, ). On le dénote péb(n,n > O}.
Définition 2

L’ensemble de toutes les valeurs que peuvemidpedes variables définissant un processus
stochastique est appdléspace d’étatslu processus et sera nBteSi cet ensemble est fini
ou dénombrable, le processus est appetchaine
Définition 3
Un processus stochastiq{lx(t),t > O} défini sur un espace d’'éta satisfaitla propriété de
Markovsi, pour tout instant > 0 et tout sous ensemble d’éthts S, il est vraie que
P(X(t+A)OI/XW)0<sust)=p(X(t+A)O1/X(t), UA=O0.
Un processus stochastique vérifiant la propriéé&éaente est appgdéocessus de Markov
Exemple: chaine de Markov a temps discret, chaine de ddagiktemps continu.

2.2Processus denaissance et de mort

Les processus en question permettent de faconajériecrire I'évolution temporellede
la taille d’'une population d’'unitype donné. Il Slages processus stochastiques, a temps
continu-et a-espace d'états discr&:({ 0,12.}). lls-sont caractérises par deux cenditions
importantes :

- sans mémoire ;
- a partir d'un état donn@, des transitions ne sont possibles que vers llubanitre des états
voisinsn+l etn-1(n=1).

Soif N(t),t =0}, ou N(t) est le nombre dindividus dans la population adktet,
avecS:{ O;LZ..}. Le processus de naissance et de mort est caésacpar I'apparition et la
disparition d’'un individu au sein de la populatidh.est homogene dans le temps si la
probabilité:

(a) d’apparition d’un individu pendant I'intervallAt sachant qu'’il existe déjaindividus
au sein de la population, qui dsit + 0(At),

(b) d’apparition d’aucun individu pendant lintervall&t sachant qu’il existe deéj&
individus au sein de la population, quitst, At + 0(At),

(c) d’apparition de deux ou plus individus pendanttémvalle At sachant qu’il existe déja
k individus au sein de la population, cui @{st),

(d) de disparition d’'un individu pendant lintervalldtsachant qu’il existe déj&
individus au sein de la population, qui ggAt + 0(At),
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(e) de disparition d’aucun individu pendant linteneallAt sachant qu’il existe déj&
individus au sein de la population, quitesj, At +0(At),
() de disparition de deux ou plus individus pendaintdivalle At sachant qu’il existe
déjak individus au sein de la population, qui@gt),
est indépendante de la positionMisur I'axe des temps. Ici}, est le taux d’apparition (de
croissance), u.est le taux de dispariton (de  décroissance).  Encor
P(N(t+s) = j/N(s) =i) = p; (t) ne dépend pas de Alors,
P . (At) = AAt+0(At), i20;
P i (At) = At +0(At), 121
P, (At) =1- (A, + 1)At +0(At), 120
(A0 =0@)si =225 p,©=4 :{(1) e
On a également que > @ >0, u, =0.
Régime transitoire
Soientp, (t) = P(N(t) =n ),n=0, lesprobabilites d’état.

XoAt 3 1At 7\.1At },let

D e D

La matrice des transitions correspondante est

1- A,At A At 0 ———=
e HAE . 1=, + )t A At 0
1o 1,0t 1- (A, + )0t AA

En appliqguanP(t + At) = P(t)x M , on trouve
Po (t +AL) = (1= AAL) py (1) + WAt (T) ;
(1.1)
P, (t+AL) = A, LAt (1) +[1= (A, + )AL p, () + 1, Atp,, (), N2l
On déduit lequations de Kolmogorov
Po(t) = =Ag o (t) + 1y pi(t) ;
P (t) = A0 P (1) = (A, + L) Pa(t) + Koy P (1), N21.
Remarques
1. Sis={01...K}, alorsh, =0. Dol pi (t) = A, Py (t) = Ky Pg (1) .
2. Les équations de Kolmogorov, complétées par deditbons initiales, gouvernent le
régime transitoire du procesz{ll)\is(t),t > 0} .
Régime stationnaire
Soitp, = !im p,(t), qui est la distribution stationnaire du processuslié. Ces probabilités

satisfont le systeme d’équations de balance su{aténu a partir de (1) en prentﬁnmt) :

AoPo = 4Py
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(An + p’n)pn = Hps1 Prsa + An—l PosN >1 ;

(1.2) avec I'équation de normalisatioE p, =1.
n=0
De (1.2), on obtient
A

P, = P.: Po
. _AA
Pourn=1: (A, +W,)p, = H,P, + APy, P, = Po ;
HyH
AA A
) - 077’1 n-1 po-

TRTRNTS

(1.3)

Pour déduire,, on utilise I'’équation de normalisation. On obtienrésultat suivant

-1
I DR % R 0

Moo HiH MyHo-- 1y
(1.4)
Par conséquent, pour qu’une distribution statiorenakiste, il faut donc que la somme [ ]
converge. Ceci a toujours lieu si I'espace d’éthtsprocessus a I'étude est fini. Lorsque la
somme en question n'est pas convergepfes  U0=0.

2.3 Processus de Poisson

Le-processus en question est utilisé pour décairedlisation dans-le temps d’événements
aléatoires d'un type donné. La description mathé&matd'un-flux d'événements aléatoirés
peut se faire de deux manieres differentes :

1. On considére le nombre d'événements X(t).se pradtidans [0,t] et on, cherche&
déterminer la loi ~de  probabilité ‘de ‘cette variab&€atoire discrete. . Le
processufX (t),t = 0} est appel@rocessus de comptage

2. On considére les intervalles de temps qui sépdesninstants d’apparition de deux
événements consécutifs. Ce sont des v.a. continpesitives et en général
indépendantes et identiquement distribuées.

On dit qu'un processus de compt@dét),t = 0} est un processus de Poisson s'il satisfait aux
3 conditions suivantes :
- Le processus est homogene dans le temps : la plithakavoir k événements dans
un intervalle de longueurne dépend que dest non pas de la position de l'intervalle
par rapport a I'axe temporep; (t) = P(X (t) = k).
- Pour tout systeme d’intervalles disjoints, les nogsbd’événements s’y produisant
sont des variables aléatoires indépendantes.
o(At) si k=2
- La probabilitép, (At) =5 AAt +O(At) si k=1, ou Aest la densité ou intensité du
1- At +0(At) si k=0
processus (le nombre moyen d’événements qui ajggardipar unité de temps).
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Théoréme Pour un processus de Poisson, on a:

k
P(x()=k)= p.) =L e 2> 0kz0-
E[X(t)] = At etvar[X(t)] = At.
Ces relations définissent le régime transitoire piocessus de Poisson. Aucun régime
stationnaire n'existe vu qug =lim p, (t)=0,0k 2 0.

Théoréme e tempsV qui sépare un instant quelconque du prochain éwéneest une
variable aléatoire répartie selon une kexgdA).

2.4 Définition et classification des systemes de fileattente

La formation des files d’attente est un phénoenig@quent qui apparait chaque fois que les
demandes de service dépassent la capacité admsisksgesitifs de service.

Le modele général d'un phénomeéne d’attente €aystd’attente) peut étre résumé comme
suit : les demandes (clients) arrivent a un ceraitroit et réclament un certain service. Si un
dispositif de service est libre, la demande quvarse dirige immédiatement vers ce dispositif
ou elle est servie. Dans le cas contraire, on & gessibilités : soit la demande quitte le
systeme (systémes a demandes refusées), soitatié place dans une file d’attente (systeme
de files d’attente). A un moment donné, la demagstesélectionnée pour service selon une
discipline. Aprés I'achévement du service, la dedeaquitte le systéme.

Un systéme de files d’attente comprend don@space de service avec un ou plusieurs
dispositifs de service (serveurs) et un espaceetitet dans lequel se forme une éventuellé file
d’attente.

Pour identifier un systéme de_files d’attente, obesoin de spécifier le flux d’entrée, 1€
mécanisme de service et la discipline d’'attente.

Ladimension d’'une population des clients pognt(ou le nombre-de sources) peut.tre
finie ou infinie. Un modéle avec la,population &nest analytiguement plus compliquésparce
gue le nombre-de clients-déja-dans-le-systemendpniite-quel instant affecte fe 'nombre de
clients potentiels composant la population. Le pssas (flux) des arrivées peut étre“regulier
ou aléatoire. Dans le premier cas, les arrivéeslilmsts se suivent a des intervalles de temps
déterminés. Dans les systémes réels, on rencargenent de processus des arrivées de ce
genre. Pour les systemes plus typiques, le fludateandes est aléatoire (la durée de temps
entre deux arrivées successives suit une loi deapitité).

Le mécanisme de service comprend le nombre n¥ewss et la distribution des durées de
service.

Les clients peuvent étre choisis et servis dtandre d’arrivée (FIFO), ou LIFO, ou choisis
au hasard (RANDOM). La capacité de I'espace d'édtgreut étre illimitée ou non. Dans le
deuxieme cas, certains clients qui arrivent vesytgeme n’ont pas la possibilité d’y entrer.

Puisque les instants d'arrivée et les duréesatgice sont généralement des quantités
aléatoires, le processus décrivant le fonctionnénttumn systeme de files d’attente est
processus aléatoire (stochastique). Par ailleunssuppose généralement que toutes les
variables aléatoires introduites pour décrire urst&ype d’attente sont mutuellement
indépendantes.

Pour la classification des systemes de filettehide, on a recours a une notation symbolique
(notation de Kendall) comprenant 4 symboles ranggiss I'ordre A/B/c/m, ou A et B
décrivent respectivement la distribution des terepsre deux arrivées successives et la
distribution des temps de serviaeest le nombre de serveurs (montés en parali@ast la
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capacité du systéme (le nombre de serveurs plusridre de position d’attente). Le dernier
symbole peut étre suppriménsico.

Remarque

Pour spécifier les distributions etB, on introduit les symboles suivants :

M — distribution exponentielle ;

Ex — distribution d’Erlang de degré k ;

Hy — distribution hyperexponentielle de degré k ;

D — déterministe ;

G — distribution générale.

Les caractéristiques d’exploitation du systémeemeps d’attente d’'un clieW, le temps de
séjour d’'un client dans le systeMg, le taux d’occupation des dispositifs de senviaajurée
de la période d’'activité, le nombre de clientsglEnsysteméN, nombre de clients dans la
files d’attenteNs.

Les mesures de performance sont:

- le nombre moyen de clients dans le systé&mge
- le nombre moyen de clients dans la file d’attemte

- le temps moyen d’attente d’un clieWt ;
- le temps moyen de séjour d’'un client dans le syst&m
Soient encore des relations (formules de Little) :
_ . . n
=AW, 0, =AW; W,=W +1/p; W :7f . n=n, A
H

N . : 1 . :
ou A est le taux d’entrée des clients dans le systemest la durée moyenne de service
M

3l

(1 >0). Une autre mesure importante d'un systeme ds filattente, celle qui mesure le
degré de saturation du systeme I'ggensité du trafico.. Elle est définie par
p =temps moyen de service/temps moyen entre deugesrsuccessives.
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Chapitre 3

Systémes de files d’attente régis par un modéle mawvien de
naissance et de mort

Les modeles Markoviens sont des systemes aiei@ss entre deux arrivées successives et
les durées de service sont des variables aléatgidEpendantes et exponentiellement
distribuées. On s’intéresse au nomité) de clients se trouvant dans le systeme a l'instant
On introduit donc le processus stochastique

{N(t),t=0}. (3.1).

3.1Systeme de files d’attente M/M/1

Description du modéle Les clients arrivent vers le systeme selon ungssuas de Poisson
de tauxA >0 (nombre moyen de clients arrivant pendant une2uhét temps) ; c'est-a-dire
lintervalle de temps entre deux arrivées successisuit une loi exponentielle de
parametrel >0. Le service est assuré par un seul serveur. AiM&e d'un client, si le
serveur est libre, il est immédiatement pris enrghiaDans le cas contraire, le client en
guestion est placé en attente. La capacité d'attest illimitée (le nombre de positions est
infini et aucune autre restriction n'est imposéa).discipline d’attente est FIFO. Les durées
de service suivent une loi exponentielle de parespet 0. Par conséquent, le taux de service
estu (nombre moyen de clients servis pendant une wulatéemps), et le temps moyen,de
service d’'un client edf p . Les variables aléatoires représentant les derdtes deux arrivées

consécutives et les durées de service sont munetieindépendantes.
FIFO départs

arrivées

v

v
A 4

servell

Analyse du modele :L’état du systeme a la date peut étre décrit par le processus
stochastique (3.1).
Régime transitoire

Soitp,(t) = P(N(t) =n). Le graphe des transitions se présente de la meanié

suivante (figurel).
A partir du graphe des transitions, on obtient

P, (t + At) = zaAtp, (t) +[1- AAt]p, (t) ;
P, (t+At) = LA, (t) + AAtp, (1) + [L- (A + w)At]p, (1), n=1.
Puis, les équations de Kolmogorov :
{ Po(t) = =Ap, (1) + upy ()

Pr () = —(A + W) P, (1) + AP, () + K. ()21
Ces équations permettent, en principe, de caltedgorobabilités d’étagp,, t(,)si 'on connait
en plus les conditions initiales du processust-@atire la distribution dal (0) .

(3.2)
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Régime stationnaire
Il est démontré tht'EEn p,(t) = p,,Nn=0, existent et sont indépendantes de I'état indial

processus (3.1) ; e!im p,(t)=0, n=0. De (2.2), on obtient le systeme d’équations de

balance suivant

{ Hp, = Ap, (3.3)

APyt UPyy =(A+ )P, n21

aveci p, =1.

n=0
La résolution du systeme (3.3) (la résolutiomthdele) s’effectue de la maniere suivante :

p:ip'
L= Do

2
p
pourn=1, Ap, +up, =(A+p)p,, pzz(ﬁj P

(3
pourn>1, p,=|—| p,-
Y7

Pour trouver la probabilitg,, on utilise I'équation de normalisation. En effet,

2
po+ 2o (2] prm1
U U

1 .
2 b
1+/]+(/]] +...
e\ p

] A AY | Y on A
ol 1+=+|—| +... est une progression géométrique de raisonElle convefgénte
oy 7

Po =

Sii<1, ot est égale-él— A|OrS, po :1—1, D’ou pn :(1—1)[1) .
H

== est l'intensité du trafic. p <1 est la condition d’existence du régime statioramair
ol

Encorep, = (1- p)p",n=0, est la distribution stationnaire du nombre derntt dans le

systeme M/M/1.
Remarques
1. SiAzp, on altim p,(t) =0,n=0. Ceci signifie que la longueur de la file d’atent

dépasse toute limite.

2. La simplicité de la formulg, =1—is’explique par la notion de conservation des
U

clients : en régime stationnaire le taux des aesvdans le systeme M/M/1 est égal
a/, celui de sortie serait égalai le serveur était occupé en permanence, mais celu

ci n'est occupé qu'avec la probabilité p,. Le taux des départs valant
alors,u(l— po)est égal, en régime stationnaire, au taux deséasivsoifl. Il est
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démontré que le processus de sortie d'un systéniM/IMést a nouveau de type
poissonien.
Caractéristiques du systeme M/M/1 SoitN = !im N(t).

p A
1-p u-A
L'expression entre les crochets est une dérivéeB d@+p°+p°+ ... En effet,

n=E[N]=>np, = (1-p)i np" = - p)pfi+ 20 +3p7 +..] =

n=0

p ' 1
B=pll+p+p®+..|=—"— etB' =———.
[ ] 1_p (1_p)2
SoitN, = !im N, (t), ou N, (t) est le nombre de clients dans la file d’attenta date . La
: i . : 0 N=0
variable N, est définie de la maniere suivante,: = .
N-1 N=21

> A .
n, =E|N;|[=)> (n-1)p, =——— ou bienn, =n-p .
(e zl M(u=A) f

Le temps moyen d’attent®& et le temps moyen de séjowf, peuvent étre calculés soit a
I'aide de formules de Little, soit & partir de iatdbution stationnaire du systéme.

3.2 Modele M/M/c

Description du modéle :les clients arrivent vers le systeme selon un @sue de Poisson
de tauxd > 0. Le service est assuré pak 1l serveurs montés en paralléle. A l'arrivée d’'un
client, si 'un des serveurs est libre, le clieatemence immédiatement son service. Dans le
casrcontraire (tous les serveurs:sont occupéseperice), le client prend place danslafile
d'attente, commune pour tous/les serveurs: La d@pdattente est illimitée (le nombre de
positions d’attente est infini). Lorsqu’un servesar libére, le client en téte de la file d'attente
occupe le serveur libéré. Pariconséquent, ladiseim’attente est FIFO. Les temps de
service-sont-exponentiellement distribues de-mogefiniel/ . -Les durées entre deux

arrivées consécutives et les durées de servicaraatniellement indépendantes.

arrivées FIFQ

départs

v

»
»

A 4

Analyse du modeéle :L’état du systeme a la datepeut étre décrit a I'aide du processus
(2.1), dont I'espace des états é:‘st{ 0,12,..} Ce dernier est un processus de naissance et de
mort dont les taux de transition sont :

A, =A,n20, ety, =min{nc}xp, n21.

Le graphe des transitions est (figure2).
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Régime transitoire
Le systéeme d’équations de Kolmogorov pour les obabilités
d'éetatp, (t) = P(N(t) =n),n=0, se présente de la maniére suivante :
Po (t) = =Ap, (t) + HpL(t) ;
Pn(t) = AP, (t) = (A +np) p, (1) + (N +Dup,.,(t), 1sn<c;
P, (t) = AP, (t) = (A +cp) p, (t) + cHp,.. (), n=c.
Régime stationnaire
Soitp, = !im p,(t),n=0. Cette distribution stationnaire satisfait lesa&éns de balance

0=-Ap, +Hp ;
O::/‘pn—l_(A+nu)pn+(n+1)|~1pn+l’ lsn<C;

APy —(A+cyp, +cup,,, n=c.
La résolution du systéme d’équations ci-dessus doose

) -
p,=—|—1| Py, 1sn<c;

n\ u

1 1 (Aj
P,==——|—1| P,, N=c.
clc 7]

On remarque que poorc, les deux formules donnent la méme valeur. Polaule la
probabilité pour que le systetme est wige on applique ['équation de

0 c-1 n )
normalisation)_ p, =1. En effet,p, = Z—(AJ +>
n=0 noo NI\ k=0

c+ 1
1 (AN .
| — . La deuxieme somme
dc" \ u
G 2
) A B - 1(A A A
peut étre réécrite de la=maniere suivante- | |1+ —+|— [+ . yw=ka somme ¢.o 4
clu HC \ HC
posséde une limite égale-al— Si i<1. Par conséquent, le systeme considéré est'en

1_1 HC
s

régime stationnaire sp = — <1, p est I'intensité globale du trafic. On obtient ains
Jle

-1

e S3(a]

c! (1—1)
LC

Encore,
-1
c—11 A n 1( ) C } 1( A c 1 n-c _
= — = +=] — n-c et - A =p"p. .
Po {gn!(uJ d[ﬂj ;Cp } P, d(ﬂ} (ucj Po=P"°P,
Mesures de performance :
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&G anA ) A (A
n=Ynp, =S AW DA A AT

n=0 n=1 nl — dcn_C 0 /,I ( A Jz po ]
cc|1-—
uc
— n 1 A/ u)°
s = —=—+4 ( “) > po ’
cud|1-—
uc
k
_ =] /‘/ C o A /1/ c+1
nf =zkpmk =( tl) Zk(—} pO :L)Z pO :
k=0 C ko \ILC

cc{l_ﬂj
LC
— _ N _ cu(A/p)°

A dep-A)2 "%

Remarque : la distribution stationnaire peut s’obtenir raprént en appliquant la relation

. . AA, . A .

établie pour les processus de naissance et de Erorffetp, ="~ p , poum<cil
Faflyfhy
o AxAx..x) A" _
vient :p, = p,, Soitp, = p,. Poum=>c :
HUX2UX ... XNU nl u"
AXAX XAXAXAX .. X ] A (AT 1 (AY

Pn = Po = o 0~ el | Po-

pux2px..x(C—L)ux cux cuxcux...xcu o u\ cu cmed\ u

3.3 Modele M/M/c/K

A présent, supposons que dans le systeme MIdMimmbre de positions d’attente estfhimité
(égal a K). A l'arrivée d’un client, si tous lesngeurs et toutes les positions d'attenteéfsont
occupees; le client quitte le systeme définitivensams recevoir le service.

Analyse du-modele Le processus (3.1) décrivant I'état du systemetadie a la daté est
celui de naissance et de mort avkc=A si0<n<K, et u, =uxmin{nc} si 1sn<K

(4, =0). L'espace des états &t{01.2,....K}.

Le graphe des transitions est (figure3).
Régime stationnaire
Soientp, = !im p,(t),0sn< K. La distribution stationnairep, satisfait le systeme

d’équations de balance suivant

O0=-Ap, +up, ;

0=Ap,, —~(A+nYp, +(n+Yup,,,, 1<n<c;
0=Ap,, ~(A+cWp, +cup,,, csn<K;

0=Apx4 ~CHR -
La résolution de ce systeme, nous donne

_1m” .
P, =—|—| Py, 1sn<c;
n\ u

1 (A 1 A2
p, =— — | Py == — — | Py, C=sn=sK.
C"CC!(NJ c!(uCJ (/,J
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La mesure importante de ce systéme est la pilaéale perte, qui est la probabilité pour
gue le systeme se trouve dans I'éat

_1 /1 K-c A Cc
Pk ~a E ; Po-

K
La probabilité p, s’obtient a partir de I'’équation de normalisat@ p,=1:

oS3 2204 T

Dans le cas particulier ol =c (systéme a demandes refusées), la distributidiostaire
du processuéN t),t= 0} correspondant (formule d’Erlang) est

n n7t
1(A c1(A
== — ,0sn<c,ou = —| = .
P m(ﬂ) Po Po {gm(ﬂ”

On a égalemer( perte -1 AJ Py -
clu
Mesures de performance On démontre que

Kec c 2 K-c-1
ﬁf:anc+n:i(Mu) p 1+2i + A +...+(K—c)i
= u o dc 1) "\ pc uc

o

N P
_(Awt \pe He

(e=1)! AV Po
C—i
Y7
L’application des relations de Little fournit d’aes mesures de performance
-y R e
W=—" W;=—,; n=n; +—.
A A 7]

3.4 Systéme de files d’attente fréquenté par un ndmre fini de clients

Sources FIFO
des clients

-, o serv |
eur

A 4

v

Une source peut étre libre ou occupée (a engemdrélemande de service).
Supposons que le flux d’entrée est quasi aléatoire
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- la probabilité pour qu’'une source particuliere amdye une demande de service durant
l'intervalle (t,t + At) sachant que cette source est libre a la Oat& aAt + O(At) ;

- toutes les sources se comportent indépendammeamédssdes autres.
Par conséquent, si une source est libre a la ditalistribution de l'intervalle entre l'instant
t et la date ou cette source engendre la demandexgshentielle de parametre>0. Les
durées de service suivent également une loi expietlende parametreu >0 (la durée

moyenne de service est do}:{i{). La discipline d’attente est FIFO. Ainsi, le pessus

{N(t),t > O} est un processus de naissance et de mort dortaugsde transition sont :
] :{(K—n)a 0<n<K
" 0 n>K
systeme) 1, = ,1<sn< K. L'espace des états du processus en questi@rte[ﬂ;l,z,...,K}.

Le graphe des transitions est :
Régime stationnaire

Soientp, :!im p,(t),0sn< K. La distribution stationnairep, satisfait le systeme

(ici n est le nombre de clients déja présents dans le

d’équations de balance suivant

0=-p,aK + pu ;

0=(K-n+Dap,, ~[(K-ma+ulp, +up,,, 1sn<K ;
O=ap,, —Hp« ;

K
> p, =1.
n=0

La résolution du systéme ci-dessus s’effectue dedaiére suivante :

o= p,
1 IJ_ (O]
pourn =1 akp, + up, =(a(K ~1)+u)p,,
_a(K=D+p' oK _a(K=D)+paeK | ok \a® _(UJZ K!
= - = - =—|K{K=1 =l—
P, LR TR uz[ (k~2)p 7

pourn=2: a(K -1)p, +pp; =[a(K -2)+ u]p,,

0 = {(a(K -2)+pa?K (K -1) a(K —1)m<}o0 :K%TK(K YK -2)n, :(%T(L

2

Finalement

pn(K)=ﬁ(%jn po(K), 0<nsK p(K){zﬁ&H

Notons que l'intensité du trafic s’obtient en faoatde la taille de la population des clients
potentielso(K) =1- p,(K )
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Chapitre 4

Modeles semi markoviens

4.1 Systeme de files d’attente M/G/1

Pour décrire I'état d’'un systéeme de type M/Gla datd, il faut connaitre non seulement le
nombre de clients qui se trouvent dans le syster@edatd, mais également le temps de
service déja écoul®(t) du client qui est en train d'étre servi. On pdotamontrer que le
processus bidimensionn{alN (t),R(t),t = O} est a nouveau du type markovien ; cependant, le
calcul de son régime transitoire ferait intervetd@s équations aux dérivées partielles. Par
conséquent, on choisit une autre méthode qui rafiénele du processus non markovien
{N(t),t > 0} a celle d'une chaine de Markov a temps discreiciéss au processus considéré

dont elle permet de calculer le régime stationnaire

Description du modéle :Les clients arrivent dans le systéme selon un geusede Poisson
(2>0). Le service est assuré par un seul serveur.dueses de service sont des variables
aléatoiresSe positives mutuellement indépendantes et distribsé&ton une loi générale de

fonction de répartitioB(x), de moyenne finieE[Sq _1 et de E[S€ ] Les durées entre
M

deux arrivées consécutives et les durées de sersing également mutuellement
indépendantes.
Analyse du modeéle :Soit{N(t),t = 0} . Montrons que{N(t)}, ne définit pas une chainesde

Markov. Soientt, ett, les dates de début et de fin d'un servicelinstant d’arrivée d’'un
nouveau client. $j <t, <t,, la probabilit¢ gu'un départ s'effectue da]l§,ta+At] ne
dépend pas seulement d¢,-mais de la daté, a la'quelle le service-enicours'a comimence:
Comme le temps résiduel du servi(@g—ta) dépend du_passé, alors la Cha{hl:(t)}t n'est

pas markovienne. Par conséquent, on utilise laedeétliela chaine de Markov induite A
cet effet, on considérdl(t) aux instantst;,¢,,...,§, ,.au les clients terminent leur service et
quittent le systéme. On définit ainsi un procestashastique a temps discret

{N, =N(&,),n=1}. (4.1)
Pour vérifier que cette suite de variables aléasogst une chaine de Markov a temps discret,
on considére le nombrg, de clients qui entrent dans le systeme pendantequé&meclient

est servi. Les variable8, sont independantes entre elles, leur distributmnmune est

0 k
P(A, =k)=a, = [e" (’L)ds(t), ola, > Oetk>0. Alors
0

k!

N, -1+ N, =1

Nn+1 — n A1+1 n . n > 1
A N, =0

L’équation fondamentale de la chaine vaut donc
Npa =N, _5n + A, (4.2)

1 N,>0
oug, = "o

{O N, =0
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N,., ne dépend que dN et de A, et non pas des valeurs prises par,,N,_, . La.suite
{N,,n>1 est une chaine de Markov induite du procef¥(,t >0} . Ses probabilités de
transition p, = P(N,., = j/N, =i) se calcule par

Po; =@;  pour j=0
P =44, pour l<i<j+1.
p, =0 ailleurs
La matrice des transitions est
Q¥ & A a4 —- T T~
Q¥ & a4 —- T T~
M=l0 a & a -- —-—- ——|.
O 0 a & —-- —-—- —--

Vu qu’on peut passer de chaque état vers n'imppred autre état, il s’agit d’'une chaine de
Markov irréductible. De plus, la matrice n'est piicomposable (est apériodique). La chaine
est

. o . . R : . A
donc ergodique. La distribution stationnaire deHaine existe g = — <1.
U
Pour les variables aléatoir®s nous disposons de quelques résultats importants :

E[A1]=/1E[S€]=ﬁ=p .

o0 ) 00 k o
La fonction génératrice\(z) = > a,z" =" 2 () e "dB(t) = je‘“(
k=0 0

|
k=0 k 0

> (ALZ! JdB(t)

k=0

= J‘e—Atze/ltzd B(t) — J‘e—(/i—/lz)tdB(t) )
0 0

Soité(s) = J'e‘StdB(t). AlorsA(z) = |§(/1 - A2) . Encore, la sérié\(z) converge pouM <1:
0

1)|4<1 0<a,<1 Dk,ona‘akzk‘<‘zk‘;
2)|4=1 A®=1.

Remarques
1. Théoreme des probabilités totales :

Cas discretP(A) = z (% i j Y=vy.);
Cas continuP(A) = [ P(% _ y)g(y)dy .

2. Probabilité que le nombre d'événememMsqui ont lieu pendant un intervalle
U =udont la densité de probabilités) est connue, est égaha

( _KJ -u) A /lu') . D’ou

n

P(N =n) :'EP(N = - u)f(u)du:$ze‘”” (Au)" f (u)du.
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E[N]=JE[U] ; VarN]=A¥aru]+E[U].

Supposons que<1l. Le systeme se trouve dans un régime stationngheit
N=[m,m,.] la distribution stationnaire de la chaine de Markanduite
(r, =lim P(N(&,) = j)). Par conséqueril,=M[M ,ouz, =Y 7z p, |=0.

i=0
i+l j+l

TT; :ajﬂo +zaj—i+1r[i :ajﬂo +zaj—i+1r[i _aj+1ﬂ0’ j=0.
i=1 i=0

A présent, on applique la méthode des fonctiongmgérces. En effet,
) ) 0 . 1 [ o n 0 . . j+l
dYmz =my a7 +=> ¢ 2" -2 a7 olic,, =D a7
i=0 i=0 Zi>0 Z i=o i=0
On introduit les fonctions génératrices suivantes :
N2=>nmz ; A=Y az ; C(=D ¢z =N(2A®?D).
i=0 i=0 i=0

Finalement, on obtient

MN(2) = ,A(2) +%[C(z) —co]—n—zo[A(z) —ao], ou bien

1,A(2)(z-1)
z- A2

On a quél (@) =1. Cependant] (1) = Iimll‘l(z) = % En appliquant la régle de I'H6pital, on

M(z) = Pour|Z <1 et|7 #0.

. 1T,
obtient—=2— =1. Alors/t, =1- A1) =1-4AE[Sd =1-p.
1_ Ar(l) 0 () [ q ,0
Le-résultat final est la premiére equation de Rabl#-Khintchine pour-le:nombre defclients
dans le systéme:
e ) ol ) 210 [
z-A(2) z-B(A-A2)

@?3)

La condition d’existence d’'un régime stationnaisece= — <1.

Considérons les probabilités suivantes :
p, =limP(N(®) =), j20;

m, =limP(N(&,) =j), j=0;
r; =limP(N(¢,)=j), =20, ¢, estlinstant darrivée de-émeclient.

Vu que le processus des arrivées est poissonide, mdmbreN(t) subit des changements
discontinus de taille 141), on obtientp; =r; = 77;. Comme suite logique, la distribution

stationnaire du processus a temps con{iNt@t),t > 0} est identique a celle de la chaine de

Markov induite. Par conséquépfz) = Z P, zZ' =N(2).

j=0
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Caractéristiques de performance

Formule de Pollaczek-Khintchine pour le nombre maye clients dans le systeme :
Considérons I'équation fondamentale (4.2). Vu @fe=J, et 5,N, =N, on trouve

Nr$+1_ N +5 +A1+1_2N 25nAh+1+2NnAh+1'
On a que :A,,, estindépendante de, et ded, ; E[NZ,]1=E[N?] ; E[A]]=p :i.
U
Alors, E[N?,] = E[N?] + E[J,] + E[A*n1] — 2E[N, ]+ 2E[A ,,]E[N, —J,], ou bien

=,0+E[A3+1]—2E[N 1+2p[E[N ]-p]. Dot

21- p)

Pour trouveE[ A%, ], considérons le régime stationnaire.

lim E[A%,] = E[A%] = T E[A% _ t]dB(t) = )ITtdB(t) +/12T tdB(t)

:%+/12(Var[Se] +(%sz

Enfin, la formule (4.4) devient

P +)l2Var[Se}
21-p)

Le nombre moyen de clients dans le systeme _peggalement trouvé a partir de la fonction

génératricd1(z) «E[N]=n= Iirq 1°(2) . Ici, le calculde la limite donne une Indéterntioe.

(4.5)

lim E[N, ] = E[N] = p

Par conséquent, il est nécessaire d’appliquemle e I'Hopital deux fois.

Période d’activité

SoitU la durée de la période d’activité du systéme M/@iatervalle de temps pendant
lequel le dispositif de service est continuellementupée). Admettons que pendant une
longue durée, le systeme d’attente passe pawycles d’exploitation complets dont chacun est
composé d’'une période d’activité et d’une période d’inactivity¥. Pour les grandes valeurs
det(t - o),0na
t= n[E[U] + E[V]] D’autre part, la probabilité que le systeme ginie est

E[V] . 1 1
Mais =1- etEfV]==. Il en résulte quE[lU]=—-
EU]+EN]” Po p etgV] ; quelU] = )

siA <. Ce résultat est valable et pour le systeme de €llattente M/M/1.

Hh=Po =7 =1

4.2 Cas particuliers du modele M/G/1

Modeéle M/Ey/1: Dans ce systeme, la durée de service suit unéd’Boiang d’ordrek et de
moyenne finiel/y. Les fonctions de densité de probabilités et gantéion sont données par :

KRCKIY ™ i oSt (ki)
()_—(k T et B(t)=1- ; i t20.
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-k
On démontre qua(z) = I§(A -A2) = [1+ #} . Alors, I'équation (4.3) devient

N(z) = (1—p)(2—12 .
z{1+p(l_z)} -1
k
Modele M/Hy/1: La durée de service suit une loi hyperexpondatidiordre 2 dont la
fonction de répartition est donnée Bér) =1- pe™ - pe™, ol p,, P, , U, Vérifient

p,+p,=1 et i+izl (ici, 1 est la durée moyenne de service). Pour une telle
i

b oK, M
A

distribution, on démontre 2)=B(A-12) =
R =B = =2 T p, -2

. Par conséquent,

I'équation (4.3) devient
() = 2(1—0)[1+(pl+p2—p)(1-2)] oip =l ic12 etpet
P2, 2" = (0, + P, + PP, )2+ 1+ P+ p, = m u

4.3 Systeme de files d’attente G/M/1

Le systeme G/M/1 peut étre considéré comme signétdu systeme M/G/1, et traité de
facon analogue. On étudie ce systeme aux instantsnoclient arrive. Le processus sQus-
jacent ainsi défini est alors une chaine de Markdgmps discret. Cependant, contrairement
au cas M/G/1, la distribution de la chaine de Markaluite du systeme G/M/1 n’estépas

identique & celle du proces§dt),t = 0} .
Soit A’ la variable aléatoire /modélisant les temps engexdarrivees.successiva@) sa

densité de probabilité. Le temps moyen entre devégs successives &§tAl = jta(t)dt, le
0

taux d'arrivée est :ﬁ. Les durées de service suivent une loi exponéatiEd moyenne

finiey . Sous la condition pour que le régime stationnaixiastepziz 1 <1, on
U H HEA]
démontre que I'équation fonctionnelle (la transféende Laplace de la densité de probabilités

alt) a = Ie‘“t(l‘”) a(t)dt posseéde une unique solutiancomprise entre 0 et 1 (généralement,
0

la résolution est possible a l'aide des méthodesénigues). Cette solution permet d’avoir la
probabilité stationnaire qu’un client arrivant dd@systéme y trouvie clients

T, = (1—a)ak, k>0. La probabilité en question permet, a son tourcaleuler les mesures
P . n = pa W = 1 C W = a

de performancen =——; N, = ;o W, = ; :
l1-a 1-a HlL-a) HL-a)
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Chapitre 5

Systémes de files d’attente avec rappels

5.1 Introduction

Un systeme de files d’attente ou un client amivdans le systéme et trouvant tous les
serveurs et, éventuellement, positions d’'attentipés tente de nouveau son service apres
une durée de temps, est apmléteme de files d’attente avec rapp8lsn étude est motivée
par diverses applications pratiques dans le dondesdélécommunications.

Pour identifier un systéme de files d’attenteavappels, on a besoin des spécifications
suivantes : la nature stochastique du processusadi®es, la distribution du temps de
service, le nombre de serveurs qui composent laespa service, la capacité et la discipline
d’attente ainsi que la spécification concernamirtecessus de répétition d’appels.

Le modéle général est: Le systeme est compes€=>1 dispositifs de service et
dem-cpositions d’attente. Les clients arrivent dansylst&me selon un processus aléatoire
avec une loi de probabilité donnée, et formentlur fle clients primaires. A I'arrivée d’'un
client primaire, s’il y a un ou plusieurs serveliges, le client sera immédiatement pris en
charge. Sinon, s’il y a une position d’attentedide client rejoint la file d’attente. Dans le cas
contraire, il quitte 'espace de service temporagat avec une probabilit¢, pour tenter sa
chance apres une durée de temps aléatoire, outti dgi systéme définitivement avec une
probabilité{l- H,). Entre les tentatives, le client est erbite et devient source de clients
secondaires ou de clients répétés. La capacitdubite O peut étre finie ou infinie. Dansee
cas ouO est finie et si 'orbite est pleine, le client tjaile systéme pour toujours. Lorsqu’un
client (secondaire) est rappelé_de l'orbite, il gsité de la méme maniere qu’un=client
primaire avec une.probabilikg, (s'il s’agit de la kemetentative.échouée).

Lanotation de Kendall-esA/B/c/m/O/H ouA etB décrivent respectivement la distftbution
du temps entre deux arrivées consécutives et tahdison du temps de service,estile
nombre de serveurs identiques et indépendantsest’la capacité d’attent®,estla capacite
de I'orbite,H est la fonction de persistandd ={H,,k > 0}. Sim, O, Hsont absents dans la

notation de Kendall, alorm=c, O=o, H, =1 pour touk = 0. La distribution du temps

inter-rappels (du temps entre deux tentatives auts€s d’un client secondaire d’accéder au
serveur) n’'est pas indiquée.
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Orbite

A 4

Arrivées primaires Départs

Espace de
service

v

1-H,

5.2 Description du modele de type M/G/1

On considére une population (des clients paktirés importante, afin d’avoir un flux
d’entrée poissonien. En effet, les clients primmagivent dans le systéme selon un processus
homogene de Poisson de taux0. La durée de temps entre deux arrivées primaires
consécutives suit une loi exponentielle de fonctiten répartitiorA(t)=1-e™,t>0. Le
service des clients est assuré par un serveuarAviée d'un client primaire, si le serveur est
libre, il est immédiatement pris en charge. Dansake contraire, le client en question entre en
orbite et devient source de tentatives répétésiddewource de clients secondaires)sLes
durées de service suivent une loi générale comnuendonction de répartitioB(t), de

transformée de Laplace-StieltjeB(s), Re(s)>0, et-de moyenne finid )+ Soientsles

moments S, :(—1)k §(k)(0), le taux de servicey:i et Fintensité du trafico =45, La
1
durée de temps entre deux tentatives consécutiappdls) d’'un méme client secondaire est

distribuée selon une loi de probabilité de fonctia répartitionT(t) (T(t):l—e‘a) de
moyenne fini@/ 6. Les trois variables aléatoires introduites sampesées mutuellement
indépendantes.

Le systeme évolue de la maniere suivante : @paae que l€n-1)-emeclient termine son
service a l'instanf, _, (les clients sont numérotés dans l'ordre de se)\dt le serveur devient
libre. Méme s'il y a des clients dans le systengené peuvent pas occuper le dispositif de
service immédiatement a cause de leur ignorand@taé de ce dernier. C’est pourquoirie
emeclient suivant n'entre en service qu'aprés unrirdbe de temp®, durant lequel le

serveur est libre. A linstargt, =&, + R, le n-emeclient débute son service qui durera un
tempd...... Les clients primaires arrivant dans le systemedpet ce temps deviennent

sources de clients secondaires. Tous les rappelertdde qui arrivent durant ce temps de
service n'influent pas sur le processus. A l'insgar=r,, +t le n-émeclient achéve son

service, le serveur devient libre et ainsi de suite

service
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5.3 Modele M/M/1 avec rappels

SoitB(t)=1—e‘“,t20. Supposons que les durées inter-rappels suiverd Lo

exponentieIIeT(t):l—e‘a,t20. L’état du systeme a la datepeut étre décrit par le
processus stochastique suivant :

{clt) N (t)t =0} ; (1)
ou C(t) est 1 ou O selon le fait que le serveur est ocaup@on, No(t) est le nombre de
clients en orbite a la date Il s’agit d’'un processus de Markov. Supposons lgugtgime

: . . A
stationnaire existe, c'est-a-dipe=— <1.
4

Théoreme 1: Pour un systeme de files d’'attente M/M/1 avec réppk distribution
stationnaire conjointe de [I'état du serveur et duombre de clients en
orbite p,, =1im P(C(t) =i,N,(t)=n), i = 01 et n2 0, est donnée par

pn n-1 1+d
Pon = D(A +ko)1-p)"e ; )
_pm e R
P =g [ (A +ko)(L-p)"a . (3)

Les fonctions génératrices partielles correspondarstont données par

P(2) =3 2Py, = 1 p)(l‘—p]g ; (4)

1-pz

j+l
4

N on — 1_p
P(2) 2, 2P p(l_pzj : (5)
Preuve:Le processus (1).a-pour espace d'@atz{o;l}x N. Les transitions possiblessont :
- de l'état(0,n) vers I'état(1;n) avec:un tauX , ainsi que vers 'étafl,n-1) avecun
tauxnd
- vers I'état(0,n) & partir de I'éta{1,n) avec un tauy ;
- de l'état(1,n) vers I'état(1,n+1) avec un taux, ainsi que vers I'étaf0,n) avec un
tauxy ;
- vers l'état(1,n) a partir de I'état(0,n) avec un tauxX, de I'état(0,n+1) avec un
taux(n +1)5, ainsi que de l'étatl,n-1)avec un taux .
Les équations d’équilibre statistique sont
(A + ng) pOn = J'pln , (6)
(A +¥)P1n = APy + (N + 1)y + APy - (7)

A Tlaide de fonctions génératrices, telles @)= i z"p,, etP(z)= Zw: z"p,,, les
n=0 n=0
équations (6)-(7) deviennent
APy (2)+ 65 (2) = R (2) (8)
(A +y-12)R(2) = ARy (2) + &5 (2).

Dot P)(z) = AP ) P,(z). La solution de cette derniére équation est

P,(z) = constx (1- pz)’% : (9)
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Des équations (8), on a

6 _, Yo, p xconst
R(z)= R (2)+—Ri(2)=R(2) = = - (10)
y 1=pz (1- ,oz)%+1
Vu queZ(pOn + p,,) = P,(1)+ P,(1) =1, on obtientconst= (1—,0)%*1. (11)

n=0
A partir des équations (9)-(11), on déduit les éguna (4) et (5).
A présent, a l'aide de I'équation (6), on élimm, de I'équation (7). De cette maniére, on
trouve
(n +1)6yp0,n+1 - A(A + ng) pOn = ng}pOn - A(A + (n _1)0) pO,n—l'
Ceci implique quenéyp,, = A(A +(n-2)8)py., =0. D’'oll

_A+(h-26)  _ p"
_n—Hy Pon1 = o H(/] +ke)poo

on

De I'équation (6), on a

n+l n

_P
- ng" u(/] +k9)poo-

pln

La probabilitép,, sera trouvée a I'aide de I'équation de normakin;az Pon * z Py =1,
n=0 n=1

0 pn n-1 0 n+l n
- _ 12
Poo {;nmnu(/nke Z(; H/Hk@} (12)

A l'aide de la formule blnomlal(&+ x) = z rj ( ) on obtient

n=0

A
ply = (- pJorr pla 2 p)att = (L4 p)o
En-fin, on peut former les-équations (2) et (3).
Fin de preuve

Conséquences

1. La distribution stationnaire de processus (1) exsgb = A <1.
4

2. La fonction génératrice de la distribution statiaine marginale du nombre de clients
en orhiteN,, = lim N, (t) est définie par

P(z)= R(2)+ P(2) = (1+ o - pz{l f’j

3. La fonction génératrice de la distribution statiaine du nombre de clients dans le
systémeN = 1im(N(t) =C(t)+ N, (t)) est définie par

Q)= R(2)+ 2B(2) = (j—;;j

4. La distribution stationnaire marginale du nombresée/eurs occupés est
P, =1im P(Clt)=0)=P,[1)=1-p ;
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5.4Modéele M/G/1 avec rappels

Chaine de Markov induite : Considérons le process{6(t),N, (t),t =0}, qui nest pas
un processus de Markov. On dénote gar No(g‘n) le nombre de clients en orbite aprés
le n-eme départ §, est l'instant de départ do-eme client). La suite de variables
aléatoiresq, forme une chaine de Markov induite, dont 'équafiendamentale est :

Ona =0 =0, + Ay -
La variable aléatoireA,,, représente le nombre de clients primaires arridaris le

systeme durant le service du (n+1)-eéme client. Blelépend pas des événements qui se
sont produits avant I'instant du début de serviogr+1)-eéme client. Sa distribution est

donnée par :P(A =i)=a = J'exd—/lt ( ) dB(t), otl a >0,i= 0; avec les résultats

suivants : SIA = lim A, E[A]= p et A(z)z az =B(1-12).

i=0
La variable aléatoired, est égale a 0 ou 1 selon le fait que le (n+1)-eheat servi est

primaire ou provient de I'orbite. Elle dépend de et sa distribution est donnée par :

k& A
Rlo, =1/g, =k)=—— #+P(0.=0/g; =k)=——.
(6, =1/, =K) =5 ioP(6=0/g5 =)= =
Les probabilités de transition a une étape de ddnehsont :
i A

pij = . aj—i+1 +—.aj_i '
A+i6 A+16
Théoréme 2Soit p <1. La distribution stationnairerz, = lim P(q, =k) de la chaine de

n-oo

Markov induite posséde la fonction génératrice ante:

42)- Zﬂk _(1-p)a-2) )(A_AZ)eXp{%E{_é(A_Auzd“}'

B(A-4z)-z B(A - Au)-

Distributions stationnaires de I'état du systéme L'état du systéme peut étre décrit par
le processugC(t),N, (t),R(t),t =0}, ot R(t) est une variable supplémentaire & valeurs

dansR" et désignant la durée de service écoulée a la.ddtdons
Pon = lim P(C(t)=0,N,(t)=n) et p,, = lim P(c(t) =1 N, (t)=n).

Théoréme 3Les fonctions generatrlces de la distribution camje de I'état du serveur et
de la taille de I'orbite en régime stationnair@ & 1) sont données par :

n=0

i 1o B(A - )'Z)Po(z).

= B(A-1z)-z
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Conséquences
1. La distribution marginale du nombre de serveursupés s’exprime de la maniere
suivante :
P, =1im P(clt)=0)=P,[1)=1-p ;

P, =limP(C(t)=1)=PR,[1)=p.

2. La fonction génératrice de la distribution marginek la taille de I'orbite est définie
par :

1-z
(2)=R ()Rl =555 )
3. La fonction génératrice du nombre de clients darsysteme se présente comme :

Qle)= o)+ an() = oAM= dB0 ) ol [ S|

B(A-/4z)-z 64 B(A-Au)-u

Mesures de performance

1. Nombre moyen de clients dans le systeme
2
n=EN=QW)=p+ s
A1-p) 61-p)
2. Nombre moyen de clients en orbite

m,=E[N,]=n-p=P()= Zg-ﬁ;) ' g(ff)p) |

3. Temps moyen d’attente d’un client
— N

N, _ 2B, 8L
A 12T-p) B+ p)
4. Nombre moyen de rappels par client
R=6W = P2 o P

A1-p) 1-p

2 ] _
service,

2
_2 .

Dans le cas d’'un service exponentig],= E[tservm] = 1 etp, = E[t
y

5.5 Modele M/M/c avec rappels

Nous considérons un systeme de files d'attemte aappels ou I'espace de service
comprendc >1 serveurs. Les clients primaires arrivent selorpratessus de Poisson de
tauxA > 0. Si un client primaire arrivant trouve au moins sarveur libre, il commence
son service. Sinon, il entre en orbite. Nous admnstjue la durée de service et la durée
entre deux rappels consécutives sont exponentietiemistribuées de moyennes finies,

) 1 1
respectivement- et—.
y @

Le processus stochastid@4t), N (t),t=0} est celui de Markov, d'espace
d'étatsS ={0J,....c} x N . Les probabilités d’état sont
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p, (t)=P(Cl)=1.N,(t)= 1), (. 1)DS.

Les taux de transition en régime stationnaire donnhées par
-pourd<i<c-1

A osi (k1)=(i+11)
a,k.1)=1iy si (k1)=(-1j) ;
6 si (k1)=(+1j-1)
~(A+iy+ij6) si k1)=(.j)
q; (k1) = :
0 si  ailleurs
- pouri=c
A si Ekl;:Ec,j+1;
B cy si (k,l c-1j
a (k1) = ~A+ey) s ki1)=(i)
0 Si ailleurs

La condition d’existence d'un régime stationnaistge=— <1. Les caractéristiques
cy

importantes de la qualité de service sont :

- probabilité que tous les serveurs sont occupéslim P(C(t) = c) ;

- nombre moyen de clients en orlije;
- nombre moyen de serveurs occupédim E[c(t)].

La résolution des modeles a multiserveurs fait kppe approches basées sur le prin€ipe
de troncation de I'espace (d’états ainsi que awdhauss numeriques de résolution des
systemes d’équation algébriques.

5.6 Quelques applications

L’étude des modéles avec rappels est motivéd'apamement de nouvelles technologies,
notamment de l'Internet ou des réseaux modernegétEommunications (réseaux a
commutation par paquets, réseaux locaux de typa lbosflit d’accés ou réseaux ATM).

Voici quelques exemples de probléemes qui peuggrtmodélisés comme les systémes de
files d’attente avec rappels.

Réseaux de commutation par paquet

Considérons un réseau de communications d’aelin dans lequel on trouve un ensemble
d’interfaces IMPs (Interface Message Processons}ere entre elles par des cablém
ordinateur principal est connecté a l'une de cesrfi;ces. Si I'ordinateur veut envoyer le
message a un autre ordinateur principal, il doitpeemier lieu envoyer le message avec
'adresse de destination a I'interface a laquelesi connecté. L'interface a son tour envoie le
message a l'ordinateur destinataire directemeptlasiy est connectée, ou indirectement via
d’autres interfaces.
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Considérons une interface a laquelle un ordimapgincipal est connecté. Les messages
arrivent de l'extérieur selon un processus aléatoprés la réception du message,
I'ordinateur I'envoie immédiatement a son interfaB&l y a un tampon libre au niveau de
l'interface, le message est accepté par cette @ernbDans le cas contraire, le message est
rejeté et l'ordinateur doit réessayer une autre fgrés une période de temps. Le message
rejeté par linterface sera stocké dans un tampofioddinateur principal (pour réaliser une
autre tentative). Dans le cas contraire, le meseageonsidéré comme perdu. On peut poser
les questions suivantes :

1. Quelles sont les probabilités pour qu’'un messagersfeté par l'interface et par
I'ordinateur principal ?
Quel est le nombre moyen de messages dans lesriardpdMP ?
. Quel est le nombre moyen de messages dans lesriardpd’ordinateur principal ?

. Quel est le temps moyen d’attente d’'un message Barmampon de l'ordinateur
principal ?

INFANN

Le probléme présenté peut étre modélisé comnsystieéme avec rappels a serveur unique
(interface IMP) possédant des tampons (positioadgtatite). Les tampons de l'ordinateur
principal constituent l'orbite et leur nombre eat dapacité de l'orbite. Les tampons de
linterface présente une file d’attente classigDenc il s’agit d'un modeéle avec rappels,
espace d'attente limité et orbite de capacité filia général, le nombre de tampons de
I'ordinateur principal est largement supérieur ambre de tampons de IMP. Donc on peut
considéré I'orbite de capacité illimitée.

Description du modéle Supposons que les clients (messages) arriventldaysteme selon
un processus de Poisson de taux0. Le service est assuré par un seul serveur. Léesga
service comprend égalememkl positions d’attente. Supposons que les duréeseddce

suivent une loi exponentielle de fonction de réﬁartB(t):l—e‘“,tZO, de moyenne

A : " . A g A-—. N
finiel/ y .L’intensité du trafic esp =—. La durée entre deux rappels consecutifs d:néeném

source-secondaire est exponentiellement distrideéparamétré >0 T(t)=1-e* t20:

La capacité de I'orbite est (un nombre assez grand). Les temps inter raplesigemps de
service ainsi que les temps entre deux arrivéemgmes successives sont Supposés
mutuellement indépendants. Par conséquent, noussaua systeme de files d'attente
M/M/1/m/K avec rappels.

Analyse du modele (L'état du systeme a la date peut étre décrit par le processus
stochastique de MarkofC(t), N, (t),t = 0}, oti C(t) est le nombre de clients dans I'espace de

service (en attente et dans le servel)(t) est le nombre de clients en orbite. L’'espace
d'états est donS:{O,],...,m}X{O;L...,K}. Vu que S est fini, le régime stationnaire du

processus introduit existe toujours. Soit — <1. La distribution stationnaire conjointe de
y

létat de [Il'espace de service et du nombre de tdienen orbite
p, =limP(C(t) =i,N,(t)=j).(, j)O'S, vérifie le systéme d’équation d'équilibre statjse

to0

suivant
(A+1y+0)py = Appy; +(j +D60 1 j +Py;» OSi<SmM=-10< j<K-1;
(/\+|J/+ Ke)piK = APk t Wik, 0sism=-1j=K ;
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0 si i=0
Wik = APmax APk » OO =
1 si 1<i<c

m K
L'équation de normalisation et > p; =1.

i=0 j=0

Mesures de performance Les mesures de performance s’expriment en teroes
probabilitésp; comme suit :

m K
- Nombre moyen de clients en orbita, ZZ in;
m K
- Nombre moyen de clients en attentg := ZZm” ;

- Probabilité de blocage B =limP(C(t)=m)=>"p,, ;

t o0

- Probabilité de perte des clientsp, ., ;

- Temps moyen de séjour en orbitd/:= %

CSMA non persistant

Dans les réseaux locaux (LAN) d’ordinateursnldes protocoles de communication 1€s
plus-utilisés est~-CSMA (Carrier-Sence Multiple /Asgenon-persistant. Supposons gu'un
réseau-local est composémistations connectées par un seul bus. La-commuonoantre les
stations est réalisée, au moyen. de ce bus. Les gesssa longueurs variables afrivent ‘aux
stations du monde extérieur. En recevant le messagéation le découpe-en-un nambre fini
de paquets de longueur fixe et consulte le bus pours’il est occupé ou non. Si le bus est
libre, 'un des paquets est transmis via ce bus stdtion de destination, et les autres paquets
qui constituent le message sont stockés dans fegotess pour une transmission ultérieure.
Autrement, tous les paquets sont stockés dansut@soins et la station peut consulter le bus
apres une certaine durée aléatoire. Les questmm®mant ce probleme sont :

1. Quel est le temps moyen d’attente d’un paquet ?
2. Quel est le nombre moyen de paquets dans le tadipoa station ?

Si les messages arrivent selon un prosedsuPoisson, le systeme peut étre modélisé
comme un systéme ‘MG/1 avec rappels. Le serveur est le bus, et lapdas de la station
représentent I'orbite. Si le nombre de tamponssefftsamment grand, on a un systeme de
files d’attente avec rappels et capacité de I'erbifinie.

Description du modéle Les clients (paquets) arrivent dans le systemegpaupes (par
messages), et selon un processus de Poisson dé*dlxLe nombre de clients constituant
un groupe est une variable aléatoire X. Supposaes, F P(X = k). Le service est assure
par un serveur. Si a l'arrivée d’'un groupe, le sanest libre, 'un des clients du groupe en
guestion est immédiatement pris en charge, et Wéd®saentrent en orbite. Les temps de
service suivent une loi générale de fonction deantépn B(t), de transformée de Laplace-
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StieltjesB(s) Re(s) > 0. Soient les moments initiay = E[t’,...] = (-1)*B*(0), le taux de

servic

servicey =—. La durée entre deux rappels consécutifs d’'une engource secondaire est
1

exponentiellement distribuée de paramétre0. SoienC(z) = z z“c, la fonction génératrice
k=1

de la distribution stationnaire de la taille desugres e€ = E[X]=C'(1) la taille moyenne
d’'un groupe. L’intensité du trafic est= AS,C. Le flux de clients primaires (les instants

d’arrivée et les tailles des groupes), les duréa® des rappels consécutifs ainsi que les temps
de service sont supposés mutuellement indépendants.

Analyse du modéle On décrit I'état du systeme a la dafear le processus stochastique
{c(t) N, () Rt)t= 0},
Ou C(t) est 0 ou 1 selon le fait que le serveur est I'duleoccupé,No(t) est le nombre de

clients en orbite,((t) est une variable aléatoire supplémentaire a valelans R* et

désignant la durée de service écoulée a latdate
Le modeéle peut étre résolu (la distribution istataire du processus peut étre trouvée),
lorsquep <1, a l'aide d’une approche basée sur la méthodeakésbles supplémentaires.

Mesures de performance
- Nombre moyen de clients en orbite
_FCUrs+ecich), A prel)-1
i 2A1-p) 6 1-p
- Temps moyen d’attente
o Ll AeB, LBl -c))p¥e-1"

e T ofi=p) S AL=pe L=
- Nombre moyen de rappels par client
5L o < OB OB(c"c), pre-1

A-p) 2Al-plc  ([-plc’
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Conclusion

Concue au début du siécle passé par Erlangrmodegéliser les phénomenes de congestion
dans les réseaux téléphoniques, la théorie desdfigdtente connait un regain d’intérét depuis
plusieurs années. Ce nouvel essor a été déecleach@ypEenement des ordinateurs actuels, de
plus en plus complexes, dont il s’agit d’estimed’@méliorer les performances, ainsi que par
la création d’Internet dont il s’agit de concevaiimensionner et opérer les réseaux afin
d’acheminer de maniére efficace les énormes madgdsrmation concernées vers leurs
destinataires. Au fil du temps, les modeles simgkediles d’attente proposés par Erlang ont
été généralisés pour les rendre plus réalistestetinsi donné naissance a une riche théorie et
a une méthodologie évoluée de traitement numerique.
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Complément 1 Chapitre 3

Systémes particuliers de files d’attente (modélesarkoviens)

C1: 3.1 Systéme de files d’attente MM/1

Description du modéle :Les clients arrivent dans le systeme par groujosm s processus
de Poisson2&0). Le nombre de clients par groupe est une varialdatoireX strictement
positive : P(X (t) = x) =c, (). Le service est assuré par un seul serveur. Ligeslde service

suivent une loi commune, exponentielle en occugad® moyenne finie . A l'arrivée d’'un
Tl

groupe, si le serveur est libre, le premier clgunigroupe en question est immédiatement pris
en charge et les autres clients sont placés emaifie capacité d’attente est illimitée). Dans
le cas contraire, tous les clients du groupe ragnq la file d’attente. La discipline est FIFO.
Nous supposons que toutes les variables introduitesdurée entre deux arrivées
conseécutives, la durée de service, la longueuroupg) sont mutuellement indépendantes.
Analyse du modele L'état du systeme a la date peut étre décrit par le processus

stochastiqué\l(t),tzo}, ou N(t) est le nombre de clients dans le systeme a lhhsta
L'espace des états eSt={ 01,2..} .
Régime transitoire

Soientp, (t) = P(N(t) =n), n=0 . Le graphe des transitions est figure7.

Systeme d’équations des probabilités d’état s’abtée partir du graphe des transitionsi En
effet;

po (t #.A1)= p, ©)L— AAt) + pAtp; () ;
Py (t + At) = AALC, (1) Py (1) + [1— (A + WAL py (t) + uAtp, (1) ;
P, (£ Aty = ABE(t) p (1) +AAtc; (1) Py (B +L - (A -+ WAL p5(t) + pAtp, ()

. (t+A0) = AALY. P, (06, (1) +[1- (A + WAp, (1) + 4, ., (1), N> 2.

Alors le systéme_d’équations de Kolmogorov est :
Po (t) = =APo (1) + MR (1) ;

P (t) = /12“: Pok (OC (1) = (A + ) P, (1) + 40,0 (1), N21.

k=1
Régime stationnaire
Soientp, = !im p,(t), n=0, etc, = !im c,(t), n=0 (c, =0).

Les équations de balance se présentent de la raanigante
Apy = P, ;

0=A PG ~(A+ W) P, + 1P, ,N21. (C1:31)

k=1
Pour résoudre le systéme ci-dessus, nous utiliesnnctions génératrices suivantes (nous
allons utiliser une méthode qui porte le nom « &ghnde des fonctions génératrices ») :
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P(2) =) p,z" et C(2)=) gz".
n=0 n=0
En multipliant les équations (C3.1) pat et en sommant I'ensemble, on obtient

A p,2"+ . p,z" :%Z P.Z" +AD D P G2 (C3.2)
n=0 n=1 n=1 1 k1

A l'aide des propriétés des fonctions génératritégquation (C3.2) devient

AP+ uP(2) - po] = 2 [P(2) - o] + AC(2)P(2)

D’ou

_ up, -2 : )
P(2) = 0= 2 - A1-C(2)] silZ <1. (C1:3.3)

Pour obtenirp,, il faut utiliser 'équation de normalisatioR () =1. La relation (3.3) pour
z - 1 (en appliquant la régle de I’Hﬁpit%) devient
_ iy _AE[X]
-+ AE[X]
La condition pour que le régime stationnaire exésto <1.
Remarque : Convolution de deux distributions est définie par

P, 00, = D(P, 00,)Z" =D > P @Z2™ 2 =D > 82" 2 = Q(2)P(2).
n=0

n=0 k=0 k=0 r=k

AE[X]

.Dol, p, =1 . L'intensité du trafigp =

C1 : 3.2 Systéme de files d’attente M/NM1

A-présent, supposens-que lesclients sent spavigroupes-de taillé maximum, sauf Sile
nombre de clients-présents dans la file d’atteetpermet pas-d'atteindre cette taille. Dansice
dernier‘cas, tous les clients‘de la file sont seansemble. Supposens égalementaquenla
distribution des temps de service:ne dépend pds daille du groupe serviet quelle est

exponentielle-ayant la moyenne fi%. La discipline est toujoursFIFO.

En régime stationnaire, les équations de balaaoe:
(A +H)Prs = AP, + MPyurcs
APo = HP, * .ot UPy + P

C1l: 3.3 Systeme de files d’attente M/M/1 avec ddfentes classes de clients
et priorité absolue

En général, on admet que la population destsliest homogéne, c'est-a-dire que les durées
de service des clients sont identiquement distebugelon une loi de probabilité commune.
Dans les cas plus complexes ou les clients somédiven classes, chaque classe peut étre
identifiée par sa propre distribution du temps elwise (population hétérogene). De plus, il y
a des systemes ou certains clients jouissent dwiogité de service. La priorité peut étre
absolue ou relative. Par priorité absolue, on ehtgriun client moins prioritaire est remis en
téte de file d'attente lorsqu’un client plus prtaiie se présente devant la file d’attente. Ce
dernier venu commence son service immédiatement Briorité est relative, un nouveau
client plus prioritaire attend la fin du serviceaat de pouvoir commencer le sien. Dans le cas
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de priorité absolue, deux nouvelles possibilitéprasentent : soit le client suspendu reprend
son service la ou il a été interrompu, soit ildprend depuis le début.

Description du modeéle : Considérons un systeme de files d'attente de typ®l/M
Cependant supposons qu’il y a deux classes ddasligm arrivent toujours selon un processus
de Poisson}&0): la proportion des clients de la premiére dassients plus prioritaires) est
a , la proportion des clients de la deuxieme claskents moins prioritaires) est an(:‘B— a)
(A= /la+/l(1—a) =A, +A,). Les durées de service des clients de la premlasse suivent
une loi exponentielle de parameirg tandis que celles des clients de la deuxiemeelasnt
réparties selon une loi exponentielle de paramsgtre

La priorité est absolue. Par conséquent, lesntdi de la premiére classe ne sont pas
perturbés par les clients de la deuxiéme classsorEnpour les clients de la deuxieme classe,
vu que la distribution du temps de service est pgpbelle (sans mémoire), reprendre le
service la ou il a été interrompu est équivautcamamencer depuis le début.

Analyse du modeéle : Le processus stochastique associé{l\elit), N, (t),t = O}, ou
N, (t) est le nombre de clients de la premiere classK €t) est le nombre de clients de la
deuxieme classe dans le systeme a la tdatéSon espace des états
estS= {(nl, nz), n, ON,n, O N} . Le graphe des transitions est (figure8).

En régime stationnaire, les équations de balaooe:

(Al +A2)po,0 = H1Pio t HoPoy, M =0et n, =0

(Al +A, + I"ll)pnl,o = A P10 MiPpiror N >0 et n, =0

(A, + A, + Hz)po,n2 = M1Prn, *A2Pon,1 t HoPona, M =0 e€tn, >0 ;

(Al +A2 + Hl)pnl,nz = u'l pnl+1,n2 +A2 pnl,nz—l +A1 pnl—l,n2 ’ n1 > 0 et n2 > 0 :

ou Pron, = llm P(N.(t) =ny,N,(t) =n,).

Nous. allons décrire.les calculs au lieu de lescaifer, En effet,.ils sont longs et fastidieuxqll

faut calculer la fonction génératriggx,y)=> > p,,x"y™. A partir du gsysteme
n,=0n,=0

d’'équations de balance, ontrouve

wa=P_M_“qFf”)OW%iﬁ,m=ﬂA
1-n-yp, \1-nx W 1y

1
n :Z[ﬂl +A +A,A-y) _\/[,U1 tA+A, Q- Y)]z _4/11U1:|-

1
De la fonction génératrice, on déduit

L _OF(xY) A - _FXY| _p+Enle,
' 0X 1-p, L oy 1-p-p, '
La distribution stationnaire s’obtient égalemempiadtir de la fonction génératrice

1 {GMHZF(X, y)} _
x=y=0

X= y:]_ - X= y:]_

Poun, = n'n,!l ox™oy™

en particulier, p,, =1- p, - p,. Pour que la distribution stationnaire existp,, >0 :
P+ p, <1
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Complément 2 Chapitre 3

C2 :3.1 Autres modéles
Systeme de files d’attente avec service variable

Considérons un systeme de files d’attente ou be deuservice dépend du nombre de clients
dans le systéme. Par exemple, un second serveiétpe@jouté lorsque la taille de la file
d’'attente dépasse une valeur critidquesi les arrivées sont de Poisson et les tempsrd&s
sont sans mémoire, alors les taux de transitigordcessus de naissance et de mort sont

n<L
A, =4, n20; p, = H :
240 n>L
De maniére générale : le processus des arrégtes processus de Poisson aXge A,
n=0 ; les taux de service sont arbitrairgs, n=1. La distribution stationnaire dans ce cas
est

n

Pn

[T

\ N
p,, N=21,0up :{1+ —} .
° ’ ; THTTH

Systeme de files d’attente avec feedback

_ o Pour un service

A la fin de la file d’attente supplémentaire
Décisions sont

Statistiquement

I H q indépendantes

sortie
FIFQ Serveur

Exp(p)

L

\ A
A 4
v

Arrivées
Poisson¥) entrée

dénart

Le processu{sN t),t= O} est un processus de naissance et de mort avec
A, =4, n=20;

M,=qu, nzl, q=1-p.

La distribution stationnaire,, = !im P(N(t) = n) existe si/]— <1 . Elle est donnée par
- qu

0, =(1-ij(ij n0.
gu )\ au

Systeme de files d’attente avec découragement

Considérons le systeme de files d’attente M/blicle temps d’attente est limitéTa, (si
avant d’expiration deT, le client n’est pas servi, il quitte le systemersaecevoir son
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service). Supposons que, est exponentiellement distribué de paramétiéfaut noter que :
siv » o, on a un systéme a demandes refuséesy, -si0, on a un systeme a capacité
illimitée . L’état du systéme a la dateest toujours décrit par le processus (2.1) ayaspace
des étatsS={012,....cc+1,...c+i}, i >1.

Le graphe des transitions est figureb.
En régime stationnaire, on a des équations de tmksuivantes :
0= _Apo THUPR
0=Ap,, —~(A+nYp, +(n+Yup,,,, 1<n<c;
0=Ap.; —(A+cyp, +(CH+V)P.,y, N=C;
0=Ap;yiq —(A+cp+iv)p, +(cpu+ (i +DV) Py, 121 (N>C);

> p, =1.
n=0
La résolution de ce systeme fournit la distributstationnairep, = 1im P(N(t) =n). En effet,

3 1 A n . B ACH .
pn _H - pO’ 1SnSC ’ pc:i - i pO !
\H ducr'(cp+nv)

-1

©1(A) & A
Po = Z_(_] +Z i
n=0 n! U i=1 duc (Cl.l‘l' I‘IV)

Les mesures de performance de ce modele.sont :
-leenembre moyen-de clients dans la file d'attente

(ﬂ/u)°i r(ATW)’

cl

. ] ey
ng = ipc+i = c n:i ) r ’
f Z:‘ z(/l/u)k+(/1/u) > (A7)
k=0 k! c r=1 |—l (Cu+ nV)
-la probabilité pour qu’un client parte s_ans étrense
_ vy
T =T

Systeme de files d’attente en cascade

On considere le systeme de files d’attente sivae client arrive selon un processus de
PoissonX>0), et se présente a un serveur A, puis a unseB/d_es temps de service en A et
en B sont deux variables aléatoires indépendadistsibuées selon une loi exponentielle de

1 . o .
moyennes— et 1 respectivement. Les disciplines de service soRORbour les deux sous
HooV

systemes.
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() j

FIFQ FIFO

arrivées

dénart
-

v
A 4
A 4

L'état du systéme & la dateest décrit par un processus stochasfibiygt), N, (t),t = 0},
ou N,(t) (Ng(t)) estle nombre de clients dans le sous systéenseds(systeme B) a la date

t. Ce processus est une chaine de Markov homogéeeSaf(i,j)}, iON et jON.
Legraphe des transitions est figure6.

Théoréme
Soit{X(t),t 20} le processus de naissance et de mort 4veclt, n=0, et i, n=1,

quelconque. Supposons que la distribution statioeng, :1im P(X(t):n) existe. Soit

D(t) le nombre de morts durdﬁtt]. Alors

P(X () =n,D(t) = j)=P(X(t) =n)P(D(t) = j) = p(”%,)e n,j=0.

Remarque : Les départs du systeme de files d’attente avear@ges poissoniennes et-le
service exponentiel forment un processus de Paisson

Pour le sous systeme A (M/M/1)=

limP(N,(t)=n)= p, =(1—i)(ijn, n=0.
the HN\H

Pour le sous systéeme B qui est statistiquemenpart#ant de A et est également M/M/1 :

. A A"
IMP(N;(t)=m)=p_ =|1-—| =] ,n=0.
e, =)=, =(1-2 )
Par conséquent,
Pam =M P(N, (1) =, N5 (t) =m) = p,g,, = (1~ p, )05 (L~ 2, )05 -
La probabilité de trouvek clients dans le systéme :
K A AN 1
Pom = Pk = 1__J(1__jA i k=i "
n;k zo ‘ ( u\ v zo WV
En ce qui concerne les mesures de performance,
= = pA . ® = pB . AR -8R " -
n ; Ng = . n=n,+n, ;
1= P ° 1-ps S
de méme pour les autres mesures.

Remarque : Si le nombre de sous systemes est >2, on subda/is#scade en autant de sous
systemes qu’il en contient et on étudie chaque sgsteme séparément.

A
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Transformée de Laplace-Stieltjes (T L-S)

Soit X une variable aléatoire continue, F(x) estosetion de répartition.

F(s)= E[e‘sx]=Te‘sxf(x)dx=Te‘sxdF(x), ol s est une variable complexe. Cette intégrale
0

est définie IorquJEe(s) >0.

Propriétés

1. SiXetY sont des variables aléatoires indéperedamatiors

Ee )] = Ee™*|He ]
2. TLS(%) = sF(s) ; TL{d;:n(t)j =s"F(s) ; TLS(J: f (><)de =F(s)/s.

3. E(o)=]2 f(t)dt.

4. a, =(~1FEW(0).

Exemples

1.. Loi-exponentielle
fix)=de ™, x=0.

~\_ A

F(S)_)I+s'

2. Loi gamma G(n4d)
g(n,/i):%e‘”x, x=0.
~\ (A " _
F(S)_(/]+SJ n=12....
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Z-transformée (fonction génératrice)

Soit X une variable aléatoire discrete a valeuteses :
X =n,n0ON, p, =P(X =n).

F(z)=> z"p, = E[zx], ol z est une variable complexe. F(z) est définidzs£1 et

n=0

F(0)= p, ainsi queF (1) =1.

Propriétés

1. E[X]=F'() ;

2. E|X?|=F"(1)+F'(1) ;

3. Si X et Y sont des variables aléatoires indépates a valeurs entieres, alors

52| = gz*[dz"].

Formules usuelles

233 b =1FT(ZZ
1 Zoz P.1 = 2F(2) Eoz Py = —[F(Z)— Po ;
6. Fl):gpn ; 7.F(—1):§(—1)” b, 8F0)=p
9. i z"(ap, +bq, ) = aF(z) +bQ(z), 10i a"p,z" = F(az).
= =
Exemples

1. Loi binomiale
F(z)=Y Clp (- p)™ 2 = (zp+ (- p))"
k=0

2. Loi de Poisson
k

F(2)= Z—e z¢ = e =Y

k 0 k.
3. Loi géométrique

F@)=3 - o) e = g

e 1-(1

45



Transformée inverse de la fonction génératrice

Soit P(z) = Y p,z* la fonction génératrice de la distributipp, k=0 ;

k=0
Méthode 1 : Série de Taylor dans la régian0.
PY(z
pk = kl( ) z=0 *

Méthode 2 : Méthode récursive.

>.az
— _i=0

> bz
i=0

® m . ® m . n . .
Alors,> pz*> Bz => > p bz =) az'. En comparant les coefficients zie on
k=0 i=0 i=0

k=0j=0

En général, une fonction génératrice est derladosuivant®(z

] min(m,i) a1 | > 0 1 min(m,i) ]
obtient z p_b; = 0 . Alors, p, =b— a - ij P_; |, 120. Il faut noter que
j=0 0 j=1

a =0 pouri >n.
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