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Introduction

* Considérons un processus stochastique défini par
X = {Xt; t ∈ R+}.

* Supposons aussi un comportement en chaîne de Markov;

* possibilité de séjourner sur un état i ∈ E; où E est l’ensemble
de valeurs de X.

L’Objectif :
Déterminer l’état du processus durant une période h
Deux cas particuliers sont à considérer: Le processus d’arrivé
déjà traité et les files d’attentes.
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* Considérons un processus stochastique défini par
X = {Xt; t ∈ R+}.

* Supposons aussi un comportement en chaîne de Markov;

* possibilité de séjourner sur un état i ∈ E; où E est l’ensemble
de valeurs de X.

L’Objectif :

Déterminer l’état du processus durant une période h
Deux cas particuliers sont à considérer: Le processus d’arrivé
déjà traité et les files d’attentes.
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Introduction

* Considérons un processus stochastique défini par
X = {Xt; t ∈ R+}.

* Supposons aussi un comportement en chaîne de Markov;

* possibilité de séjourner sur un état i ∈ E; où E est l’ensemble
de valeurs de X.

L’Objectif :
Déterminer l’état du processus durant une période h

Deux cas particuliers sont à considérer: Le processus d’arrivé
déjà traité et les files d’attentes.
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Introduction

* Considérons un processus stochastique défini par
X = {Xt; t ∈ R+}.

* Supposons aussi un comportement en chaîne de Markov;

* possibilité de séjourner sur un état i ∈ E; où E est l’ensemble
de valeurs de X.

L’Objectif :
Déterminer l’état du processus durant une période h
Deux cas particuliers sont à considérer:

Le processus d’arrivé
déjà traité et les files d’attentes.
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* Considérons un processus stochastique défini par
X = {Xt; t ∈ R+}.

* Supposons aussi un comportement en chaîne de Markov;

* possibilité de séjourner sur un état i ∈ E; où E est l’ensemble
de valeurs de X.

L’Objectif :
Déterminer l’état du processus durant une période h
Deux cas particuliers sont à considérer: Le processus d’arrivé

déjà traité et les files d’attentes.
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Introduction

Définition
* La matrice de Markov pour un tel processus est donnée par :

P
(
Xt = j|Xtn = in, · · · ,Xt1 = i1

)
= P

(
Xt = j|Xtn = in

)
(1)

pour toute suite t1 < t2 < ... < tn < t

* Le Processus est homogène si les probabilités ne dépendent
pas de t.

P (Xt+s = j|Xt = i) = P (Xs = j|X0 = i) ∀t, s ∈ R+

(2)
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Introduction

Définition
* Les équations de Chapman-Kolmogorov

P (Xt+s = j|X0 = i) =
∑
k∈E

P (Xt+s = j|Xt = k)×

P (Xt = k|X0 = i)
(3)

On a

qj(t) = P(Xt = j) =
∑
k∈E

P (Xt = j|X0 = k) P(X0 = k)
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Introduction

Théorème
Considérons un processus stochastique vérifiant (1, 2,3). La
variable aléatoire θi qui représente la durée du séjour du
processus dans le système à l’état i suit une distribution
exponentielle.
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Preuve
On a

P (θi > t + x|θi > t)

= P(Xτ = i; t ≤ τ ≤ t + x|Xs = i; 0 ≤ s ≤ t)
= P(Xτ = i; t ≤ τ ≤ t + x|Xt = i)(1)

= P(Xτ = i; 0 ≤ τ ≤ x|X0 = i)(2)

= P (θi > x)

Donc θi ∼ Exp
(

1
E(θi)

)
�
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Caratérisation

Définition
Un processus de naissance et de mort est un processus
stochastique vérifiant (1),(2),(3) et en plus

* L’état :

P (Xt+h = j|Xt = i) =


λih + o(h) si j = i + 1
µih + o(h) si j = i − 1
o(h) si j = i + |k|

et |k| > 1

(4)

et

*

P (Xt + τ , i − 1, i, i + 1; 0 ≤ τ ≤ h|Xt = i) = o(h). (5)
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Coût d’une transition

Remarque

P(θi > t) = P(Xτ = i; 0 ≤ τ ≤ t|X0 = i)
= 1 − λih − µih + o(h)
= 1 − (λi + µi)h + o(h)

(6)
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Caratérisation

Théorème
Dans un processus de naissance et de mort, les probabilités
qj(t) = P(Xt = j) sont solution du système d’équations
différentielles suivant :

q′0(t) = −λ0q0(t) + µ1q1(t)

q′j(t) = −(λj + µj)qj(t) + λj−1qj−1(t) + µj+1qj+1(t)
(7)
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Caratérisation

Preuve
Ô Soit [t, t + h];

(Xt+h = 0) = (Xt+h = 0) ∩Ω

= (Xt+h = 0) ∩

⋃
k∈E

(Xt = k)


=

⋃
k∈E

((Xt+h = 0) ∩ (Xt = k))

P (Xt+h = 0) =
∑
k∈E

P (Xt+h = 0|Xt = k) P (Xt = k)

= P (Xt+h = 0|Xt = 0) P (Xt = 0)

+ P (Xt+h = 0|Xt = 1) P (Xt = 1)

q0(t + h) = (1 − λ0h)q0(t) + q1(t)µ1h + o(h)
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Preuve (suite)

lim
h→0

q0(t + h) − q0(t)
h

= −λ0q0(t) + µ1q1(t)

q′0(t) = −λ0q0(t) + µ1q1(t)

Ô Soit [t, t + h]; j ∈ E et j , 0.

P (Xt+h = j) =
∑
k∈E

P (Xt+h = j|Xt = k) P (Xt = k)

= P (Xt+h = j|Xt = j − 1) P (Xt = j − 1)

+ P (Xt+h = j|Xt = j) P (Xt = j)

+ P (Xt+h = j|Xt = j + 1) P (Xt = j + 1)
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Processus Markovien de N. et de M

* Les équations différentielles :

Etat Equations
0 µ1q1(t) = λ0q0(t)
1 λ0q0 + µ2q2 = (λ1 + µ1)q1(t)
...

...

n λn−1qn−1(t) + µn+1qjn+1(t) = (λn + µn) qn(t)

(8)

* Processus stationnaire⇒ lim
t→∞

Pj(t) = πj ∀j ∈ E distribution
invariante.
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P.N.Pur (cas λi = λ∀i)

* Dans un processus de naissance pur on a :

µi = 0; λi = λ; ∀i ∈ E

Naissance Pur {
q′0(t) = −λq0(t)
q′j(t) = −λqj(t) + λqj−1(t) (9)
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P.N.Pur

* j = 1

q′0(t) = −λq0(t)⇔

dq0(t)
dt

= −λq0(t)

dq0(t)
q0(t)

= −λdt⇔ q0(t) = ke−λt

q0(0) = 1⇒ k = 1 donc q0(t) = e−λt

* On a :

q′1(t) = −λq1(t) + λq0(t)

q′1(t) = −λq1(t) + λe−λ0t
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P.N.Pur

6 On résoud d’abords

q′1(t) = −λq1(t)
Solution : q1(t) = k1e−λt

6 Variant la constante

q′1(t) = −λk1e−λt + k′1e−λt

−λk1e−λt + k′1e−λt = −λk1e−λt + λe−λt

k′1e−λt = λe−λt

k′1 = λe(−λ+λ)t = λ

k1 = λt + k2
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q1(t) = (λt + k2) e−λt

q1(0) = 0 ⇒ q1(t) = λte−λt

* On démontre par récurrence que

∀n ∈ N Pn(t) = e−λt (λt)n

n!
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Exemple
Supposons que de nouvelles personnes immigrent dans la popu-
lation selon un processus de Poinsson(λ). Soit Xt la taille de la
population à l’instant t.
Montrer que P(Xt+h − Xt = 1|Xt = i) = λh + o(h).

Réponse :
* Soit l’intervalle [t, t + h] avec h→ 0.
P(Xt+h − Xt = 1|Xt = i) =

P( une arrivée, pas de mort dans l’intervalle de longueur h) + o(h)
• Les arrivées suivent un processus de Poisson avec un taux λ,

la probabilité d’exactement une arrivée dans un intervalle de
temps de longueur h est

e−λh (λh)1

1!

• Comme il existe i dans la population, chaque h, avec une
probabilité de mourir dans un petit intervalle de temps de
longueur µh, la probabilité que personne ne meurt, c’est la
probabilité d’obtenir un zéro pour une variable aléatoire
binomial qui compte le nombre de décès parmi i personnes.

C0
i (µh)0(1 − µh)(i−0)
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E xemple Prototype

La salle d’urgence de l’Hôpital fournit rapidement des soins médi-
caux d’urgence pour les cas portés à l’hôpital par ambulance ou
par automobile. À toute heure, il y a toujours un médecin de ser-
vice dans la salle d’urgence.

Toutefois, en raison d’une tendance
croissante pour les cas d’urgence à utiliser ces installations, plutôt
que d’aller à un médecin privé, l’hôpital a connu une augmenta-
tion continue du nombre de visites à l’urgence chaque année. En
conséquence, il est devenu assez commun pour les patients qui ar-
rivent en heure de pointe (début de la soirée) d’avoir à attendre
leur tour d’être traité par le médecin.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

E xemple Prototype

La salle d’urgence de l’Hôpital fournit rapidement des soins médi-
caux d’urgence pour les cas portés à l’hôpital par ambulance ou
par automobile. À toute heure, il y a toujours un médecin de ser-
vice dans la salle d’urgence. Toutefois, en raison d’une tendance
croissante pour les cas d’urgence à utiliser ces installations, plutôt
que d’aller à un médecin privé,

l’hôpital a connu une augmenta-
tion continue du nombre de visites à l’urgence chaque année. En
conséquence, il est devenu assez commun pour les patients qui ar-
rivent en heure de pointe (début de la soirée) d’avoir à attendre
leur tour d’être traité par le médecin.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

E xemple Prototype

La salle d’urgence de l’Hôpital fournit rapidement des soins médi-
caux d’urgence pour les cas portés à l’hôpital par ambulance ou
par automobile. À toute heure, il y a toujours un médecin de ser-
vice dans la salle d’urgence. Toutefois, en raison d’une tendance
croissante pour les cas d’urgence à utiliser ces installations, plutôt
que d’aller à un médecin privé, l’hôpital a connu une augmenta-
tion continue du nombre de visites à l’urgence chaque année.

En
conséquence, il est devenu assez commun pour les patients qui ar-
rivent en heure de pointe (début de la soirée) d’avoir à attendre
leur tour d’être traité par le médecin.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

E xemple Prototype

La salle d’urgence de l’Hôpital fournit rapidement des soins médi-
caux d’urgence pour les cas portés à l’hôpital par ambulance ou
par automobile. À toute heure, il y a toujours un médecin de ser-
vice dans la salle d’urgence. Toutefois, en raison d’une tendance
croissante pour les cas d’urgence à utiliser ces installations, plutôt
que d’aller à un médecin privé, l’hôpital a connu une augmenta-
tion continue du nombre de visites à l’urgence chaque année. En
conséquence, il est devenu assez commun pour les patients qui ar-
rivent en heure de pointe (début de la soirée) d’avoir à attendre
leur tour d’être traité par le médecin.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

Plan

1 Introduction
Outils de base

2 Caractérisation du Processus de Naissance et de Mort
Résolution

3 Processus de N aissance Pure

4 File d’attente
Structure de base de modèles de file d’attente



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

Le processus de base supposé par tous les modèles de file
d’attente est le suivant:

* Exigence des clients
Les clients entrent dans le système de files d’attente et de
rejoindre une file d’attente.

À certains moments, un membre
de la file d’attente est sélectionnée pour le service par une
règle connue sous le nom de file d’attente de la discipline.
Le service requis est ensuite réalisée pour le client par le
mécanisme de service,après quoi le client quitte la file
d’attente du système. voir la figure ci-dessous.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

Le processus de base supposé par tous les modèles de file
d’attente est le suivant:

* Exigence des clients
Les clients entrent dans le système de files d’attente et de
rejoindre une file d’attente. À certains moments, un membre
de la file d’attente est sélectionnée pour le service par une
règle connue sous le nom de file d’attente de la discipline.

Le service requis est ensuite réalisée pour le client par le
mécanisme de service,après quoi le client quitte la file
d’attente du système. voir la figure ci-dessous.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

Le processus de base supposé par tous les modèles de file
d’attente est le suivant:

* Exigence des clients
Les clients entrent dans le système de files d’attente et de
rejoindre une file d’attente. À certains moments, un membre
de la file d’attente est sélectionnée pour le service par une
règle connue sous le nom de file d’attente de la discipline.
Le service requis est ensuite réalisée pour le client par le
mécanisme de service,après quoi le client quitte la file
d’attente du système. voir la figure ci-dessous.



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente



Pr. Chaabane
Djamal

November 19,
2016

M&R

Introduction
Outils de base

Caractérisation
du Processus de
Naissance et de
Mort
Résolution

Processus de
N aissance
Pure

File d’attente
Structure de base de
modèles de file
d’attente

Structure des modèles de File d’Attente

* La file d’attente
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