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Ce support de cours est la synthese, la
fusion et le réesume de plusieurs reférences.

Des références sur la mo@ation et la
régulation des Systemes Linéaires Continus
Invariants sont disponibles au niveau de la

Bibliotheque principale de ’université et
sur le réseaux Internet.
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AVANT PROPOS

Ce support de cours a pour but principal, sans €tre
simpliste, de présenter en détaille avec une approche
pratique la modélisation et la régulatien automatique

(fonctionnant en €tat continu)-des systemes industriels.

Chaque outil mathématique utilisé, est €tayé par des
exemples industriels concrets.

Ce cours est destinée a une formation de type automatique
et automatisation et raffinage, la plus grande partie sera
alors consacrée toutefois a la modélisation des processus
industriels et la régulation.



AVANT PROPOS

« Automatisme: dispositif technologique qui
remplace 1'opérateur humain dans;la conduite
d'une machine, d'un processus;“d'une 1nstallation
industrielle

 Automatique: L’ensemble de science et de
technique qui étudie les automatismes




AVANT PROPOS

Automatique

Sys. Linéaire Non Stationnaire




AVANT PROPOS
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AVANT PROPOS

Chapitre I :

Dans cet chapitre, nous verrons la méthodologie de la modélisation
dynamiquercomportementale jpar la mise en €quation des systemes
physiques de nature differente sera appliquéeisurides systemes divers
: mécanique, €lectrique, chimique, électromecanique; hydraulique.

[’ outil classique, mais inévitable en régulation - la transformée de
Laplace avec surtout ses applications pour la résolution des équations
différentielles, sera traité.

On introduira enfin les notions et le sens physique de la fonction de
transfert. Les propretés et les performances temporelles et
fréquentielles des systemes.



AVANT PROPOS

L’ outil mathématique de 1’analyse des systemes servira a 1’analyse des systemes
linéaires types. On insistera surtout sur 1’analyse temporelle des systemes (analyse
indicielle et impulsionnelle).

I analyse fréquentielle, qui est plutotunrapproche d’élcetroniciens, n’a pas un grand
sens physique et pratique ‘dans les processus énergétiques. En effet les perturbations
de débit, température ou-de pression-varient en-pratique plus sous forme d’un échelon

ou d “une rampe que d ’une sinusoide.

Les systemes linéaires types les plus importants (premier et deuxieme ordre,
avec retard pur...) seront traités par des exemples physiques variés (thermique,
chimique, mécanique et €lectrique), des analogies seront a chaque fois soulignées.
Le dilemme stabilité- précision sera trait€ sur la base d’un exemple concret de la
régulation de la pression dans un réacteur.

L’ approche perturbation (qui est souvent omise par les étudiants) sera privilégiée car,
en régulation, la consigne reste en général constante. Le calcul des erreurs en
poursuite et en régulation sera exposé. Concernant la stabilité, une approche

académique sera abordée avec une plus grande insistance sur le critere du revers et le

sens pratique des marges de stabilité. 10



AVANT PROPOS
Chépitre II :

Nous traitons I’amélioration des performances des-systemes industriels avec
I"utilisation de la Régulation. Cette derniere-est noyée dans les techniques
modernes de commande (robotique, productiqué, pétrochimique). Ceci est

principalement du a I’apparition initialement de 1I’éle¢tronique, puis vers les années
60 du microprocesseur et donc de 1’informatique.

Mais il est utile de souligner que les vieilles techniques de 1a régulation classique
restent encore tres utilisées dans des industries aussi complexes que le nucléaire par
exemple, et elles ont encore de beaux jours devant elles car, la théorie en
automatique avance bien plus vite que son application et ¢a, parce que les moyens
informatiques sont plus «performants» que la connaissance du systeme a traiter,
c’est a dire le modele mathématique, nécessaire pour la réalisation de la commande
dite moderne.

C’est pourquoi, il nous a semblé utile de réserver dans ce présent support une large
place a la modélisation. 11



AVANT PROPOS

La suite de cet chapitre sera consacré a la technologie et le réglage des régulateurs
industriels. La constitution des régulateurs, la vérification, le rdle et le domaine
d’utilisationides différentes action (P:I et D) ainsi que«tout ou rien» seront discutés
pratiquement.

Pour la synthese, on mettra en €vidence 1’influence des actions P, I et D et de «tout

ou rien» sur les performances des systemes, ainsi que celle du retard sur la stabilité.

les limites de la régulation PID seront aussi mises en évidence, ce qui nous amenera
a discuter sur les notions de la régulation avancée.

Cette partie sera évidemment illustrée par un ensemble de travaux dirigés
(TD) et pratiques (TP) portant sur la régulation de processus industriels.

12



BUT DU COURS

Présentation des principes de I’automatique continue .

Maitriser les outils mathématigues pour :
I"analyse des systemes physiques(modehisation, analogie des
systemes physiques) et des systemes de.commande (fonction de
transfert, transformée de Laplace , analyse temporelle, etc.)

Prendre connaissance des pratiques de la régulation industrielle sur
des exemples concrets en pétrochimie;
Technologie et réglage des régulateurs;

Choix et actions des régulateurs etc..

Maitriser les logiciels de simulation : Matlab et Simulink

13



Régulation automatique: tentative de définition

La régulation automatique est la technique de 1'ingénieur offrant les
méthodes/outils nécessaires a la prise de controle d'un systeme
physique (installation de production, robot, alimentation électronique
stabilisée, ete) en yued'ensimposer Ie;,comportement.

Cette prise de controle s'effectue parl'itetmédiaire de certains
signaux (grandeurs physiques) qu'il est alors n€cessaire de mesurer
afin de déterminer I'action a entreprendre sur le systeme.

Le controle est automatique, 1.e. aucune intervention humaine n'est

nécessaire.
Le comportement des grandeurs controlées peut/doit en général

satisfaire plusieurs criteres:
* on souhaite qu'une certaine grandeur physique (vitesse, courant,
température) ait une valeur moyenne donnée en régime permanent
e cette méme grandeur physique doit passer d'une valeur a une autre en

un temps donné, voire avec un profil de variation imposé€.
14



Comportement en régulation. La consigne est maintenue
constante et il se produit

sur le procédé une modification (ou une variatton) d’une des entrées
perturbatrices.-L.’aspect régulation est-constdéré comme le plus
important dans le milieu industriel, car les, valeirs des consignes
sont souvent fixes. Néanmoins, pour tester les performances
et la qualité d’une boucle de régulation, 1’automaticien (ou le
régleur) s’ intéresse a 1’aspect asservissement.

Comportement en asservissement. L’opérateur effectue un
changement de la valeur

de la consigne, ce qui correspond a une modification du point de
fonctionnement du processus. Si le comportement en asservissement
est correct, on démontre que la boucle de régulation réagit bien,

méme lorsqu’une perturbation se produit.
15



Terminologies

* Processus a commander: (ou systg i )
I'ensemble/de 1'installation a pilote C1 est caractérisé
par-des signaux d'entrée et de sor&p es lois
mathématiques (modele) reliant ces signaux

Entrées de
erturbation

Entrées
de

commande

Sortes




Terminologies

e Signal :
Grandeur physique générée par/un appareil ou traduite

par.un capteur (température, débit,vai€sse, position
etc.)

On distingue :

— Signal d’entrée : indépendant du systeme, il se
décompose en commandable (consigne) et non
commandable (perturbations)

— Signal de sortie : dépendant du systeme et du signal
d’entrée. On distingue sortie mesurable et non
mesurable




Terminologies

e Commande : (ou conduite, controle)

On peut conduire un systeme de maniere automatisée
pour:

— maintenir une grandeur de sortie“‘Constante
(régulation)

— faire suivre a certaines sorties une séquence
(systeme séquentiel)

— faire suivre a certaines sorties une consigne donnée
(asservissement)



Structure d’un systeme asservi

e Commande en boucle ouverte

Exemple: commande du
mveau dansun‘bac

mveau H

Commande
du débit
d *entrée

Ordre:
mveau H=100cm

Ceci est une commande en boucle ouverte qui ne permet
pas de régler précisément le niveau de sortie contre
l'effet des perturbations



Structure d’un systeme asservi en
boucle fermée

Pour régler le niveau on doit agir suwlorgane de réglage
(Ia'vanne)-en fonction de 1’éeart enfreNa valeur désirée
et la valeur réelle:

€ COmpare ¢¢ que J€ Veux
et ¢ que je regois
J

J€ COrnge usqu ‘i co que

mveau H

*? H=100em Commande
% 1 du d:.:blpl,
. P Systéme de | d *entrée
(qr‘ 4 ﬁ- re g] agce
ﬁh

objectif:
H=100c¢m T




Structure générale

Un systeme asservi est un systeme en boucle fermée que
I'on peut décrire par le schéma fonctionnel suivant:

chaine de puissance i

o ax -
%» e = REGULATEUR S
e

CAPTEUR

Ar : Conzigne (set value),
AF - écart de répulation,
L7 sipnal de comnmnande,
¥ : variable de sortie ou variable a régler ou mesure (mesured value)
Z : perturbation Xwms . grandeur phivsigque a la sortie du capteur



Caractéristiques de systemes

consig ccart ZOTTE

e R )

F

‘ captm.ﬁ(

schema fonctionnel d 'un systéme asservi

Régulation analogique

FEoart

F CAPTEUR =%




Caractéristiques de systemes

Régulation numérique

o /
G0 B | R +-

Sionaux
Dirnaires
—~atif-

CAPTEUR

~l-

CNA : convertisseur Numérique Analogique
CAN : convertisseur Analogique Numérique

Les caractéristiques a €tudier dans un systeme asservi

sont :

Précision statique et dynamique, rapidité et stabilité



Exemples :

e Asservissement de position

— Robotique ; Machines outils ;; Anténne ; Lecteur de
CD.

e Asservissement de vitesse

— Laminoirs ; Enrouleur ; Table tracante ; Missiles

e Asservissement d'efforts

— Gouvernes ac¢ronautiques ; Machines d'essais de
forces ; Systeme de freinage ABS.



Exemples :

Exemple 1 : REGULATION DE TEMPERATURE

A
Pétrole bt \ Ts
Pétrole chauffeé
) [ g
COREREECTEUR
Lr
LI%J | et

Vamne de reglage Gaz combu

Schéma fonctionnel

Te +

_’___.-:TP-

T_

Controleur

| COMNSIGNE,
+ Jr

{Ts-Tc)

Lr
vame | - [

stible

Ts




Exemples :
Exemple 2 : ASSERVISSEMENT DE POSITION

Oc

amplificateur

Potentiometr ¢
de consigne

kM oteur. a
courant continu

Os

Potentiomeétre
de mesure

Systéme de
Commande
électronique




Exemples :
Exemple 3 : REGULATION DE NIVEAU

Léglage du
nivean désire Hd

Digbat
d “entrée O

Schéma Fonctionnel

&

ﬂ bdesure du

niwean H

Drébit
d 'utilization Qs




LLICT g uc

ﬁ}% Uc

— 120
— 160

Régulateur

Produit a chauffer

| z

Ur » ‘
— 180
e IN%N — 200
Vapeur Te @
Thermocetple
ECHANGEUR DE
CHALEUR
condensat ﬁ
Ic + AT ~ Uc Ur
- —| Régulateur >| Vanne >

Echangeur

Ts

Produit chauffé

Thermocouple

A

Y



Concepts généraux a I’étude des

systemes asservis

» Modeles du processus a commander &,

cquation differentielle, Tonction de sfamsfert

» Analyse du systeme de commande

méthodes

temporelles, méthodes fréquentielles

» Synthese de correcteur

méthodes de Pivot, méthodes de Ziegler-Nichols

> Ajusteme
» Méthodes

nt des parametres du correcteur

d’identification

M¢éthode de Strejc, Méthode de Broida, Méthode
harmonique



$
MODELISATION DE&STEMES
LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCI)
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SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Dans le cas général un systeme peut posséder plusieurs entrées
(causes) et plusieurs sorties (effets). Il est représenté par un bloc
contenant le nom du systeme. On '€tudie dans cette partie
essentiellement les-systemes.-qui possedenthun€ entrée et une sortie,
et les systemes a deux variables d'entrée (entrée de consigne et
entrée de perturbation) pour une sortie.

Entrées e e (t) Sorties

e » —»
- —» Systeme —» -
ei(t) ’ . ej("')

31



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Définition d'un systeme linéaire continu et invariant

Afin de pouvoir-étudier et-ameliorer les perférmances d'un systeme
asservi il faut pouvoir établir un medele, apartir duquel nous
pourrons réaliser des simulations. Pour cela 1l est impératif de

connaitre la validité de ce modele.

Systeme linéaire : Un systeme est dit linéaire si la fonction qui décrit
son comportement est elle-méme linéaire. Cette derniere vérifie alors
les principes de proportionnalit€ et de superposition :

Principe de proportionnalité : si s(t) est 1a réponse a I'entrée e(t) alors
A x s(t) est la réponse a I'entrée A x e(t).

32



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Prineipe dejcausalité

Définition : Un systeme d’entrée u(t) et'de sortie y(t) est dit
causal s1, Vt <0, u(t) =0 = y(t) = 0.

Cela signifie que la réponse du systeme ne précede pas son
excitation.
On retiendra notamment que tout systeme physiquement
réalisable est causal.

Définition (Causalité d’un signal): Un signal f(t) a temps
continu est causal s1 f(t) =0; V t <O0.
33



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

e(t) | Systeme

linéaire

/ST > —9

s(1) re(t)

Systeme
linéaire

rs(1)
—

Principe de superposition : si s1(t) est la réponse a 1'entrée
el(t) et s2(t) est la réponse a I'entrée e2(t) alors [s1(t) +
s2(t)] est la réponse a I'entrée [el(t) + e2(1)].

ey(1)

Systeme linéaire

ex(t)

—P

Systéme linéaire

sy(1)
> ey(t) + ex(t)
s2(1) — >
—P

Systéeme
linéaire

s1(t) + s2(1)
—P

34



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Remarques :

* Relation entrée/sortie/s pour un systeme liné€aire, en
régime établi, la courbe représentatie\s’="f(e) est une
droite.
Attention : ne pas confondre avec la réponse d'un
systeme en fonction du temps s(t).

s(t) A

e(t)




SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

* Nature de la sortie : pour un sysieme linéaire la
réponse en.regime etabli est de méme nature que 1'entrée.

La figure suivante montre la réponse d'un systeme
lin€aire a une entrée sinusoidale.

On peut constater qu'au-dela du régime transitoire la

réponse est une sinusoide d'amplitude différente et en
retard par rapport a l'entrée.

36



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCID)

t  Amplitude

Régime
_ per'mane
SRWAN |
0.5 \ 1'*. / "*.H = 'I' + (p)
| II|IIII II
\ \

Regime
transitoire

-0.5¢

entrée : e(t)=sin(nt)
\J
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SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

* Equations différentielles : les systemes asservis sont des
systemes commandés, électromécaniques régis par les lois
de la'Physique (dynamique, hydraulique,, €lectricité. . .).
Un systeme lin€aire sera régl patdes équations
différentielles linéaires a coefficients constants.

a, +ay"+...+ay"™ =b, +bx"+. . +b x"

Remarque :y'" = d ;:‘Et)}

38



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

¢ Un systeme est continu, par opposition & un systéeme discret,
lorsque les variations. des grandeurs physiqués’Sont définies a chaque
instant (1ls'sont caractérises par des fonctiGnsscontinues). On parle
aussi dans ce cas de systemednalogique.

La plupart des systemes physiques, d'un point de vue macroscopique,
sont continus. Dans les systemes de commande modernes,
I'information est trait€ée numériquement ce qui nécessite un

échantillonnage des signaux.

On parle dans ce cas de systemes échantillonnés ou discrets. Si
I'échantillonnage est tres rapide (période d'échantillonnage tres petite),
on peut traiter le systeme par un modele continu.

39



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

¢ Un systeme est dit invariant si on suppose que les
caractéristiques du systéme (masse, diffiensions, résistance,
impédance, ...) ne varient pas au ¢oursidu temps ('le
systeme ne vieillit pas™y.

Equations caractéristiques des systemes simples

Relation de proportionnalité
Pour beaucoup de systemes simples la sortie s(t) s'exprime comme
une grandeur proportionnelle de 1'entrée e(t), et ce quel que soit t.

Exemples :

ressort engrenage potentiometre

40



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Systeme du premier ordre
['équation temporelle qui régit un systeme dwpremier ordre simple
est une équation différentielle linéaire dii'premier ordre (a
coefficients constants), elle,s'€crit :

e(t)
ferS(t):Ke(t) S.LCI S(t)
dt premier ordre

Avec T, constante de temps (> 0) en secondes, et K gain statique
du systeme.

Remarque : pour un premier ordre généralisé€, 1'équation devient :

s(t) + de‘f) _k[e(t)+ LW

]

41



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Exemples : circuit RC
On considere le condensateur déchargé a 1'mastant t = O et on note
e(t) et.s(t), les tensions respectives d'entrée et de sortie.

Mise en équation : on utilise | = K- GM
les lois de Kirchoff N W N
Maille IMN]J : e(t) = R i(t) + u(t) e(t) c = |ul
Maille KLMN : i(t) = Cd[s(t)]/ dt o ——o |,

d[s(t)] _
RC— =+ s(t) =e(t)

Le circuit RC proposé est donc d'un systeme du premier ordre, de

constante de temps T = RC et de gain statique K = 1. "



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Systeme du deuxieme ordre
L'équation temporelle qui régit un systéme du deuxieme
ordre simple est une €quation différentielle linéaire du
deuxieme ordre (a coefficients comnstants), dans le cas
général elle s'écrit :

ds(t d?s(t e(t) S(t)
st)+a, G+ e, =Kl A premiore|

Mais pour des raisons que nous verrons plus loin (solution du
polyndme caractéristique) une autre forme est donnée a cette équation,
forme qui fait intervenir deux grandeurs caractéristiques du
systeme, & coefficient d'amortissement et w0 pulsation propre des
oscillations non amorties du systeme. K est toujours le gain statique du

systeme. 43



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

d?s(t)
dt’

ds(t)

+af s(t) =K o] e(t) £ - saigs unité oy rad.s’

+ 2¢),

Remarques :
* A partir de la premiere forme de 1'équation différentielle il suffit
d'identifier les coefficients pour déterminer & et w0.
* w0 est la pulsation des oscillations non amorties du systeéme,
pulsation qui correspond a & = 0.

Exemples : systeme [masse — ressort — amortisseur]
On considere :
Un solide M, de masse m.
Un ressort de raideur K.
Un amortisseur de coefficient de frottement visqueux f.

44



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

X(t)

dt* dt

YO IO ety ket é k
PO
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SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Systeme plus complexe : nécessité d'un outil mathématique adapté
Nous avons vu qu'un systeme global est constitué de plusieurs
commposants:

Le diagramme fonctionnel du systeme global'conduit a combiner les
différentes équations de chaque composant et on aboutit alors a une
nouvelle équation différentielle d'ordre supérieur mettant en jeu
'entrée et la sortie du systeme.

D'une maniere générale, un systeme linéaire continu invariant peut
étre modélisé par une équation différentielle d'ordre n qui s'écrit sous
la forme :

d"s(t) d's(t) | va, O8O

d™'e(t)
n + an—1 1
dt” dt”

a m T 0
dt™ dt™

46



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Pour poursuivre I'analyse des SLCI, et définir une modélisation
performante du systeme global, deux remarques sont nécessaires :

-On veut obtenir laréponse du systeme pouritine entrée quelconque
afin d'analyser les performances globales du systeme ;

-On doit pouvoir prendre en compte dans le modele global la
modification de modélisation d'un composant.
En effet :
* La modélisation d'un composant d'un systeme global n'est pas
unique. Un moteur a courant continu pourra par exemple etre modélisé
par un premier ordre, un deuxieme ordre, voire par un troisieme ordre
(pour obtenir la position angulaire en sortie).

47



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

* Le correcteur est un composant qui par définition est appelé a
évoluer au cours de I'étude.
On constate que dans ces deux situations d'ceriture sous forme
diftérentielle du SLCI n'est pas-adaptée.

Ainsi, l'outil privilégi€ pour traiter un SLCI de maniere efficace, tant
pour analyser le comportement, que pour résoudre une équation
d'ordre quelconque, est la transformation de Laplace qui permet
d'obtenir une relation algébrique entre la sortie et 1'entrée.

Cet outil est présenté dans le chapitre suivant.Par cet outil nous
allons ainsi réalis€ un changement d'espace, du domaine temporel,
vers le domaine la placien.

{ Espace temporel } <= { Espace laplacien }

48



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Exemple : Le MCC étant un systeme €lectromécanique, les
équations dynamiques résultent de la combinaison des
modélisations mécanique et €lectrique/du moteur, schématiquement
décrites par la figure suivante: Pour la partié-eléctrique, on calcule
la tension aux bornes de 1'induit. L’équation €lectrique, liant la

tension U aux bornes de 1’induit et le courant d’induit 1 s’ écrit :

i il L =
YT YT j A
" ﬂ ;:/-_T_\E;;. u /[l}"r\ f
\““"j *\ML,-I_]/‘*H%;LZH ) W
di

dt E I



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

ou R est la résistance de 1’induit du moteur, L son inductance et e la
force €lectromotrice, qui est proportionnelle <@la vitesse de rotation
du rotor. :

e = K, w.

Pour la partie mécanique, on applique le principe fondamental de la
dynamique autour de 1’axe de rotation. L’équation mécanique
rendant compte des couples agissant sur le rotor s’€crit :

dw
Tt
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Ou vy est le couple moteur, f le coefficient de frottement visqueux et
J-lemoment d’inertie du rotor. On ne tient pas’ compte en premiere
approximation du frottement sec, qui inteoduirait des termes non
lin€aires. Par construction, le couple 7y est propertionnel au courant
d’induit 1 :

ﬁllr': — ]1 1M (-: .

En regle générale les coetficients Ke et Km sont s1 proches qu’il est
raisonnable de les considérer €égaux, négligeant alors les pertes durant
la conversion électromécanique de puissance.

En posant K = Ke = Km.
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d':..u ,df df..b' dQ:JJ
dtv dt dt A2

R dw L dw d”w .
i (warJdIL)Jr](fderJd'z)Jrﬁwu.

K ip=

d2w N RJ + Lf dw N Rf+K* K
dt2 LJ dt L.J L]

Cette équation différentielle relie ® et u par I’intermédiaire de
parametres constants dans le temps. Il s’agit d’une €équation

différentielle linéaire a coefficients constants d’ordre 2.
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Exemple 2: régulateur de niveau

On-considere le systeme de-régulation de'niveau de liquide
représenté a la figure suivante:

Un réservoir est alimenté en liquide et le niveau réglé par
I’intermédiaire de deux vannes placées d’une part dans la
canalisation d’entrée et d’autre part a la sortie du réservotr.

On supposera que la vanne de sortie est laissée dans une position

donnée et que la seule action sur le systeme résulte du réglage de la
vanne d’entrée.
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vanne entrée b4

vanne sortie

QO—l‘qg
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Modélisation
On peut modéliser le procédé€ en le considérant comme la
superposition d’un régime continu dommant le point de
fonctionnement nominal et de variations.attour de ce point
de fonctionnement.

Le point de fonctionnement nominal est caractéristique du régime
permanent pour lequel le débit est g, et la hauteur d’eau h,,

Les deux parametres reliant les évolutions de la hauteur de liquide et
les débits entrant et sortant sont d’une part
la résistance du tuyau de sortie et d’autre part la section du réservotr.

La résistance du tuyau de sortie est représentée par la variation de
niveau ramenée a la variation de débit de sortie.
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Selon que le flux est turbulent, la relation entre débit de sortie et
hauteur d’eau sera lin€aire ou non. Dans teus les cas, on peut
considérer de petites/variations g -et h atitour du point de
fonctionnement (gys h,). La résistance est don¢donnée par la pente
de la caractéristique h(q,) au point de fonctionnement qui dépend de
la nature de 1’écoulement. Une illustration graphique, pour un fluide
turbulent possédant une relation débit-hauteur non linéaire est
donnée a la figure suivante.

La résistance R en (q,; hy) vaut R = tano (q,). Si I’on considere de
petites variations gs du débit de sortie et h de 1a hauteur d’eau,
autour du point de fonctionnement :

R="

(s
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La variation de la quantité de liquide dans le réservoir dépend quant
a elle de la section C supposée constante du réservoir et de la
variation.de la hauteur de liquidesstockeé :

hauteur de-liquide

) C'dh = (q. — qs)dt

E’C’ﬁ + h = Rgq..

ho + h dt

/ 10

-

g0 qo + qs débit de sortie 57



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

ou R est considéré comme constant. On notera que les
anglophones appellent capacitance la section C faisant ainsi
IPanalogie entre ce systeme d’écoulement’d’eau et un circuit
¢lectrique RC.

Exemple : échangeur thermique

On considere le cas d’un échangeur thermique. Le systeme échange
de I’énergie thermique entre de la vapeur circulant dans 1’enceinte
de I’échangeur et de I’eau circulant dans une tuyauterie qui serpente
dans I’enceinte de 1’échangeur, comme représenté sur la figure
suivante.
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T Wo
X

.

La vapeur entre dans 1’échangeur a la température 0, et en sort a la
température 0,. L’eau, quant a elle, entre a la température ambiante 0,
et ressort a la température 0,. Le débit de vapeur est réglé par une

vanne placée dans le tuyau d’arrivée de vapeur.
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Modélisation
La température de 1’eau comme celle deda vapeur varient
continiment dans 1’enceinte et on comprend bien qu’un modele
précis de cet €change ' therniique devrait temir cOmpte de la variation
de température tout le long du serpentin. Un tel modele dépendrait de
la géométrie du circuit d’eau et des propriétés locales de I’enceinte. Il
en résulterait une modélisation complexe.

En premiere approximation, on préfere considérer que I’enceinte est
parfaitement 1solée, que la température y est parfaitement uniforme et
que la chaleur q, amenée par la vapeur est proportionnelle a la
différence de température entre la vapeur a I’entrée et a la sortie de
I’échangeur :
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(p = WyCy(0pe — b,)

ou M, est le débit massique-de vapeur qui peut€tre ajusté par action
sur la vanne d’entrée et C, la chaleur massique de la vapeur.

Le systeme étant supposé€ sans perte lors de I’€change, un bilan de
chaleur permet de déduire le modele de 1’échangeur. La chaleur
échangée est proportionnelle a la différence de température entre eau
et vapeur :

0y — O,
R

(Je —
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ou R est la résistance thermique moyenne de 1’échangeur. Le flux
de chaleur net est donné par la différence entie 1a chaleur amenée
par/la vapeur chaude et'la chaleur échangée avec I’eau. L’ évolution
de la température de la.vapeur en sortie éstalors li€e au flux de
chaleur par :

df,
CTL - = v — (e
dt fo = de

ou C, est la capacité thermique de la vapeur

dﬁv ; Hfu o HE
C;F — 'u‘-u[ﬁv{ﬁ-ue _ HL) - ()
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De la méme maniere, en faisant un bilan surd’eau, on trouve

dB 0, — 0,
C—S —w.c(f., — g 9 -
e ({f’ u F_,{-E’(' ce -E') B

ou ¢,, ®, et C, sont respectivement la chaleur massique, le débit
massique et la capacité thermique de I’eau. Enfin, étant donné que la
circulation du flux n’est pas instantanée, la température de I’eau en
sortie est mesurée avec un retard . Comme on suppose que est
suffisamment petit pour que la température n’ait pas varié€ entre la
sortie de I’échangeur et le point de mesure, 1l vient :

Hm(ﬂ — HE‘{f — T}

63



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

On peut considérer que la température d’entrée de la vapeur est
constante et ainsi la commande du systeme estidonnée par le réglage
de'Fouverture de la vanne-et dofitypar ,.

Le systeme possede deux sorties : 1a température de I’eau en sortie
qui est mesurée par 0, et la température de la vapeur en sortie 0,.
Comme dans I’eq (*) apparait le produit ®, * 0, le systeme n’est

pas lin€aire. Par ailleurs, la mesure de température de 1’eau introduit
un terme de retard.

Ces deux éléments sont des caractéristiques originales de ce
procédé, en comparaison avec les procédés des exemples
précédents.
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Exemple : .
Deux réservoirs, en série avec p rbation (®)
q
hy ho
R, R,

On €crit les équations qui régissent le fonctionnement du systeme :

dhl_ hl—hg S@_‘ h‘l_hg_h_'?
S T TR i T TR R
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Exemple : Circuit électrique
(1) x2(1) N,

| - ;

| i

|
|
C C

-u.(f) R R S(f)
s(t) = ul(t) —zi(t) — z2(t) dry -1 1 1
i - RCUTRCTmTRC
Az, 9 1 y

& RCUTRCERTROY
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Exemple : systeme mecamque

On considere le systeme mécanique sulvant constitué de 2
masselottes de masses m1 et m2 reli€es pardfibtessort de raideur k
et un amortisseur b

I 9

i k i}

f AANN
- mi —I‘ ms
Jb
My _;-:1 — —b(:ﬁl —IIITE) —ﬁif{.‘lfl —Ig)+f
T .I‘;- — b(’l?g —Tl) IIL{IE —.1‘1)
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Exemple : systeme mécanique
On considere le systeme'd’entrée 1 et de sort%le la figure suivante

%

Notations :

(a) w — 1 : force appliquée sur le deuxieme
chariot

Ky
(b) W

— zi : écart du i*™ chariot par rapport “a
Z2 sa position d’équilibre

- f — mi : masse du 1 eme ressort
| - > — ki : raideur du i*™¢ ressort
— o coefficient de frottement visqueux

mo ,i‘:g -+ lfki:’g —+ kz(ﬁz — ,?,“1) — f

Ty ,;.":‘1 + kl 21+« ,é’l — kg(ig — 31) = 0
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Exemple : systéeme mécanique
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Systemes en rotation : on applique la relation:: d’e
: J—z EE

dt? 4
NII \ ODB
T e e
dt* dt

Exemple : Systeme moto-réducteur + charge

Ie BQ
I\Cm %e &O Jc ) .
( I Te
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T d EE' e = ,C E F. re est le.¢ouple résistant sur
o\ H 2 = A V] A 1'arbre d'entrée
S . . O d” 6,
L'équilibre dynamique de 1'arbre de sortie s'écrit : ] - = Fl‘C
dt
BE“ rE Z
E}_ = — =1 (rapport du réducteur)
I
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Caractéristiques dynamiques d’un systeme asservi.

LEes caractéristiques dynamiques permetiéntide quantifier les
performances du systeme'asservi. Elles-sonpappréciées a partir de la
réponse du systeme a des entrées « types ».

Entrées « types ».
Impulsion ou Dirac

e(t)
f e(t)=0 pour t<0 et t=TO
1/TO
e(t)=1/TO pour 0<t <TO
t
> avecTO >0
T0
on note e(t)=a(t)
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e(t)=0 pour t<0

" e(t)=1 pour =0

° ° e(n
Echelon unitaire 4
e(t)

Rampe 1
t
>

A e(t)
Harmonique

/\ e(t)=sinwt.u(t)
N4 ;
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Performances

La precision : quantifie I’erreur lorsque I'équilibre est atteint.

e(t)
* erreur statique

erreur de poursuite
ou de trainage

t

Y

avec e(t) et s(t) de méme nature. Autrement, I’erreur est mesurée en
sortie du comparateur.

74



SYSTEMES LINEAIRES
CONTINUS INVARIANTS (SLCD

Performances
La rapidité : quantifie le temps de réponse ducsysteme

s{t) s(t)

A systéme lent A systéme rapide
=N /\ AN
\VAN

,/”,/f’//r L

>
Le temps mis par la réponse pour atteindre a moins de 5% la valeur
finale est retenu comme critere de rapidité : ts,,

s(t)a

VF A . A .
VY 095 VF

>
t

1,05.VE

t5e, t 75
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Performances

La stabilité : d’un systeme est la capacitéa eonverger vers une
valeur constante lorsque'l’ entrée ‘est constantenct en 1’absence de
perturbation.

EVAWANAERE N
RV

systéme instable systéme stable t
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Représentation des systemes lin€aires, continus et invariants.

Il-sont représentés par une équation différentielle a coefticients
constants.

Les systemes réels étudiés impliquent m<n. n est I’ordre du systéme.
La résolution de cette équation différentielle permet de connaitre la
réponse théorique du systeme a une entrée fixé€e. Ce n’est qu’un

modele. -
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Technique de résolution classique.

Equation differentielle y1(t) . reponsediore qui

‘ sans second membre > caractérisee régime transitoire | |

Equation différentielle _
avec second membre Y=y 1(E)+y2(
Equation particuliere y2(t) : réponse forcée qui J
) . caractérise le régime permanent
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Technique utilisée par les automaticiens :
elle repose sur;les transformées ded.aplace.

Equation différentielle
avec second membre

Manipulation algebrique

Equation polynomiale

l Décomposition en
eléments simples

Solution : y(t) <

+ Conditions initiales

T

Transformee de Laplace inverse
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Systemes linéaires continus : Vers yne formulation
) . .
fréquentielle

9
Etude temporelle : résolution d’équatior&entielles
= complexe.

Domaine fréequentiel a l'aide de la transformée de Laplace:
= + simple.

d'x()\ _
.ff( p )—SX(S]

() v

Y.ZENNIR Théorie des systemes et 80
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Transformée de Laplace : Définition et propriétés

Définition de la transformeée Laplace (fofiction holomorphe):
+0cg
F(s) = Z(f(t)) = / e SIf(t)dt
0

f(t) = £~ (F(s))
Propriétés de la transformée de Laplace:
@ Linearité:
L(af(t) + 3g(t)) = aZ(f(t)) + 3L (g(t))
@ Differentiation:
Zf(t) = F(s) = Zf'(t) = sF(s) — f(0)

avec f(0)= tlin'éf(t)

Y.ZENNIR Théorie des systemes et 81
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Transformée de Laplace : Propriétés (suite)

@ Intégration:

S

ZLf(t) =F(s) =2 (/th('r)dT) _ k()

@ Theoreme du retard :
Zft)=F(s)= Z(f(t—7)) =e"F(s)

@ Theoreme du changement d’'échelle:

L) = F(s) = & (f (i)) — aF(a.s)

d
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Transformée de Laplace : Propriétés (suite)

O

@/ Translationdans le'’domaine . de Laplace:
Zf(t)=F(s)= Z (eaff(t)) — F(s — a)
@ Transformee de Laplace d'un produit de convolution:
F(s), Zg(t) =G(s)

- ;af/f g(t — 7)dT = F(p)G(p)
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Transformée de Laplace : Propriétés (suite)

Theoreme de la valeur Initiale ; é}
F(s)= lim %

Li(t) = = lim sF(s)

t—0+ S— 100

Théoreme de la valeur finale:

Zf(t) = F(s) = lim f(t) = lim sF(s)

t—4oco s—0

Y.ZENNIR Théorie des systemes et 84
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Transformée de Laplace : Tableau des transformées de
Laplace usuelles

F(p) f(t)
1 )(t) (Dirac)
% 1-(Echelon)
;—E t (Rampe)
i $n—1
p" (n—1)!
{PJHF #E—af
pg’j_w;_, sin(wt)
pgfwz cos(wt)
{ij}in e~ cos(wt)
Y.ZENNIR
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Fonctions de transfert : Modélisation d'un systéme
linéaire avec conditions initiales nulles

En supposant que les conditions initiales sontaulles
ax X

x(0) = E(D) = T (08
y0) =20 =..= 2 =0
On a dans ce cas:
Andr;f) Lot A d};f) LA = Bmd!;ﬁt) ... +B, d};ﬂ + Bq

= (ApS" ..+ Ars £ AQX(S) = (BmS™ + ...+ Bys + By)Y(s)
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Fonctions de transfert : Modélisation d'un systéme
linéaire avec conditions initiales nulles
. 4

4

9,
On definit la fonction de transfert par le @de la sortie sur

'entree:

Y(Ss) Aps" + ...+ A1s+ Ap
- X(s) Bps™+...+Bis+Bg
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Fonctions de transfert : Modélisation d'un systéme
linéaire avec conditions initiales nulles

) ¢
4

Rappel (propriété de différenciation): O,

ifr i
LGN Bt BLLS:

En supposant que les conditions initiales sont non nulles, on a:

d"x(t) dx(t)
i et A

d™y(t d
+ Ag = Bnm AU + B; ay(t)

An atm “' dt

+ By

(Aps” + ...+ A1s + Ag)X(S) = (BnS™ + ... + B1s + Bp)Y(s) + P(s)

Avec P(s) un polyndme correspondant aux conditions initiales
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Fonctions de transfert : cas avec conditions initiales non

On a donc dans ce cas: nulles P(s)
Y(s) = H(s)X(s) + Bmsmi ..+ Bys + By

Fonctions \de transfert ©.Relation dom@el—domaine de

Laplace

Réponse temporelle du systeme :
y(t) =H(x(t)) =2 " [H(s)-Z(x(1))]
Methode de calcul :

x(1) y(t) = H(x(1))

X(s) = H(s)X(s)
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FT : Exemple d’ application : équation mécanique d’une
machine a courant continu

La vitesse de rotation du rotor d'une MCC st liee au couple
moteur C par la relation :

df)
JE—F)\Q—C

AS2 correspond a un frottement fluide a l'interieur de la MCC.

Conditions initiales :

At =0, on applique un échelon de couple d’'amplitude Cy,

déterminer I'expression de |la vitesse en fonction du temps.
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FT : Exemple d’ application : équation mécanique d’une
machine a courant continu

Application de |la transformée de Lapl a l'equation
differentielle 2

J(sQ(s) = Q) = A\(Q

On a donc:
Q(s)(s + }‘) _ % q
J' T ys 70
Co
~0 0
— Q(s):s(si&) (HU)
J
“ 40
= Qs)= L
s(s+j]
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FT : Exemple d’ application : équation mécanique d’une
machine a courant continu
. 4

4

On déecompose en elements simpl

a
U= Yy
. Q(s) = a(s+%):rbs
S(s + 7)
En identifiant, on obtient:

C

=%

b =Qy— %
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FT : Exemple d’ application : équation mécanique d’une
machine a courant continu
. 4

4

On a donc: <,
L 6%
Q(s) = 2 + A

s s+2

En revenant dans le domaine temporel, on obtient:

Q(t) = (?f + (QD - %’) e—%f) u(t)

On veérifie bienqueat =0:Q = Qo
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Transmittance ou fonction de transfert d’un systeme dans le
domaine de Laplace.
On-applique la transformee de Laplace a 1’équation différentielle.

Hd—'}-i- A4a,y=> d7x

m

dt’” dt™

L U

a,p" +..+a,)Y(p)=p, p" +..+b,}X(p)+C,(p)

Y(p)=L (x())er¥(p)=L (+(¢))

C, ( p ) est un polynome qui dépend des conditions initiales

+...+b,x

ou
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La réponse dans le domaine de Laplace s’écrit :

) b p" +.#4b ¥ . C '
}- (p): mpn ] Xl{p/‘"" Hﬂ(p)
a p’ +..ta, a PP a,

La fonction de transfert du syst¢me dans le domaine de Laplace est:

H(p) -
ap +..+a,

La fonction de transfert caractérise le comportement du systeme
indépendamment de [’entrée. Elle est propre au systeme.
Cas particulier : s1 toutes les conditions initiales sont nulles,
conditions dites d’Heaviside, la fonction de transfert s’écrit :

B b p" +..+b,

~ X(p) %
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Application a la résolution des éguatig®s différentielles.

Données: Equation-différentielle.

Entrée temporelle du systeme x(t).

Conditions mitiales nulles (¢’est le plus souvent le cas).
Objectif : Recherche de la réponse temporelle du systeme y(t).
Démarche :

I- calcul de la fonction de transfert H(p).

2- calcul de I’entrée dans le domaine de Laplace X(p).

3- calcul de la sortie dans le domaine de Laplace Y(p).

4- calcul de la sortie temporelle en appliquant la transformée de

Laplace inverse y(t).
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X() > N() e > V()
A
L L -
v
X(p) H(p) — Y (P)=H(p).X(p)

Le calcul de la transformée de Laplace inverse de Y(p) nécessite une
décomposition en éléments simples dont les transformées inverses
sont connues.
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Les schémas fonctionnels ou schémas blocs.
Les schémas fonctionnels sont utilisés avegé les transformées de
Laplace:

=>Y(p)

Systeme

ou G(p) est la fonction de transfert de la chaine d’action
F(p) est la fonction de transfert de la chaine de réaction
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Les regles d’écriture des schémas fonctionnels sont les suivantes :
Les branches représentent les variables. |
D.e€s'blocs représentent les-trtansSmittances.
Les 'sommateurs additionsent'algébriguempetIes variables.
Les jonctions servent a prélever les valeurs des variables.
Calcul de la fonction de transfert H(p) du systeme a partir du
schéma fonctionnel :
(X (p)-Xr(p)lG(p)=Y(p) soit G(p)X(p)=Y(p)I+F(p)G(p)
H(p)= Y(p) _ G(p) -
X(p) 1+G(p)F(p)
H(p) est aussi appelé€ la Fonction de Transfert en Boucle Fermée : FTBF

G(p)F(p) est appelé la Fonction de Transfert en Boucle Ouverte : FTBO
G(p) est appel€ la fonction de transfert de la chaine d’action
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Chaine d'action

Enrésumé:  H(p)=FIBF =
1+ FTBO

Manipulations'sur tes schémas fonctionnels.
Les schémas fonctionnels ne sont pas toujeurs‘de structure simple.
Des manipulations peuvent permettre de réeduire leur complexité.

100



